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Введение 
 
Предметом курса «Физика атома и атомных явлений» является изучение 
физических явлений и эффектов, характерных для микромира, моделей строения 
атомов, содержащих различное число электронов, и обоснование спектральных 
свойств атомов в оптическом и рентгеновском диапазоне в отсутствие и при 
наличии воздействия внешних полей. В рамках этого курса изучаются строение, 
уровни энергии и спектры различных атомов. На основе физики атома разработаны 
надежные методы получения сведений о строении вещества. 
«Физика атома и атомных явлений» – один из наиболее сложных разделов курса 
физики, значение которого в формировании представлений о физической картине 
мира трудно переоценить. Глубокому пониманию физической природы 
рассматриваемых в рамках данного курса явлений способствует методически 
правильное решение задач по различным его разделам. 
В настоящем практическом пособии по темам, вынесенным на практические 
занятия, изложены основные теоретические сведения, приведены примеры 
решения типичных задач, предложен сборник задач для коллективного анализа и 
решения в аудитории, а также набор задач для самостоятельного решения 
студентами. Данное пособие подготовлено в целях оказания помощи студентам в 
усвоении теоретического материала и приобретении навыков решения задач по 
указанному разделу физики. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
Тема 1 КВАНТОВЫЕ СВОЙСТВА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО  
ИЗЛУЧЕНИЯ 
1 Гипотеза квантов Планка 
2  Гипотеза квантов Эйнштейна, уравнение Эйнштейна для внешнего 
фотоэффекта 
3 Сущность эффекта Комптона, квантовая теория эффекта Комптона 
4 Теоретическое обоснование эффекта  Комптона  
 
Основные понятия по теме 
К явлениям, в которых проявляются квантовые (корпускулярные) свойства 
электромагнитного излучения, относятся, в частности, фотоэффект, явление 
давления света и эффект Комптона. 
Фотоэлектрический эффект открыт Г. Герцем в 1887 г. Различают внешний и 
внутренний фотоэффект. При внешнем фотоэффекте облучение поверхности 
вещества сопровождается выходом электронов за пределы поверхности материала. 
При этом окружающая среда становится проводящей. При внутреннем 
фотоэффекте под действием поглощенного излучения проводимость материала 
изменяется вследствие увеличения концентрации свободных носителей заряда 
внутри него. Спектральной зависимостью коэффициента поглощения вещества 
обусловлена селективность фотоэффекта. 
Законы внешнего фотоэффекта, экспериментально установленные     А. Г. 
Столетовым в 1888 г., были объяснены только в квантовой теории. В 1905 году А. 
Эйнштейн сформулировал гипотезу квантов, в соответствии с которой поток 
энергии электромагнитного излучения не является непрерывным, а состоит из 
дискретных порций энергии, называемых квантами или фотонами. 
Закон сохранения энергии при фотоэффекте выражается уравнением 
Эйнштейна. Энергия кванта  h , поглощенного в поверхностном слое 
материала, расходуется на совершение работы А1 по отрыву электрона от атома 
вещества, работы выхода электрона за пределы поверхности материала А2 и на 
сообщение свободному электрону кинетической энергии Т. В общем случае, 
обозначив 
21
AAA  , имеем 
max
TAh  ,                                            (1.1) 
где 
max
T  –  максимальная кинетическая энергия электрона. 
Для металлов А1 = 0. 
Энергия фотона рентгеновского излучения значительно больше работы выхода 
( Ah  ), и уравнение Эйнштейна (1.1) можно представить в виде: 
max
Th  . 
Максимальная кинетическая энергия электрона по-разному определяется для 
нерелятивистской и релятивистской частиц: 
– если фотоэффект обусловлен фотонами, энергия которых   5  h  кэВ 
(нерелятивистское приближение), то 
2
max0max
2
1
mT  , 
  
где 
o
m  – масса покоя электрона (
31
0
101,9 m  кг); 
– если фотоэффект вызван фотонами, энергия которых 5h  кэВ 
(релятивистское приближение), то 

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0max
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cmT ,                              (1.2) 
где 
c
max

  . 
Полная энергия релятивистского электрона  
Tcmmc
e
 2
0
2 ,                                  (1.3)  
где m  - масса релятивистского электрона. 
Полная энергия релятивистского электрона связана с его импульсом 
e
p соотношением 
2242
0
cpcm
ee
 .                                      (1.4) 
Красная граница фотоэффекта 
0
  – минимальная частота излучения, при 
которой фотоэффект ещё возможен, – определяется условием  
Ah 
0
 . 
Значение 
max
T  фотоэлектронов можно вычислить после определения по 
вольтамперной характеристике вакуумного фотоэлемента минимального значения 
тормозящего потенциала
З
U , при котором сила тока в цепи фотоэлемента 
становится равной нулю (запирающий потенциал):  
З
eUT 
max
. 
Эффектом Комптона, называется явление изменения длины волны 
рентгеновского излучения при рассеянии его веществом, открытое в 1922 году. 
Изменение длины волны рентгеновского излучения определяется по формуле 
2
sin2)cos1(' 2
00

  ,                   (1.5) 
где   – длина волны падающего излучения, '  – длина волны рассеянного 
излучения,   –угол рассеяния, 426,2
0
  пм.  
Величина   '  получила название комптоновского смещения. 
Объяснение этого эффекта было дано А. Комптоном и П. Дебаем в рамках 
специальной теории относительности на основе корпускулярных представлений 
об излучении. В соответствии с использованной ими моделью рассеяние 
рентгеновского кванта с изменением длины волны является результатом 
одиночного акта столкновения этого кванта с электроном. Поскольку энергия 
связи электрона с атомом мала по сравнению с энергией рентгеновского кванта 
(что справедливо для легких атомов), электрон до взаимодействия можно 
считать свободным и покоящимся. Такое взаимодействие можно описать на 
основе законов сохранения энергии и импульса системы взаимодействующих 
частиц: рентгеновского кванта и свободного электрона.  
Энергия и импульс падающего кванта с частотой  (длиной волны  ) 
определяются соответственно по формулам 
  


c
hh
f
 ; 

h
p
f
  ; 
энергия и импульс рассеянного кванта с частотой    (длиной волны  ) – по 
формулам 




c
hh
f
;  


h
p
f
 . 
В релятивистском приближении энергия покоя электрона (она же – энергия 
электрона до взаимодействия с рентгеновским квантом)  
2
00
cm , 
где m0   – масса покоя электрона. 
После взаимодействия с фотоном электрон приобретает импульс 
e
p , и его 
полная энергия 
e
  определяется соотношением (1.4). Кинетическая энергия Т и 
импульс релятивистской частицы связаны формулой 
   )2( 2
0
22 cmTTcp  . 
Запишем законы сохранения энергии и импульса применительно к процессу 
взаимодействия фотона с электроном: 
еff
 
0
,                                      (1.6) 
еff
ррр

 .                                         (1.7) 
Учитывая связь между энергией и импульсом для фотона и электрона отдачи, 
выражая энергии и импульсы фотона через длины волн   и ' , из уравнений (1.6), 
(1.7) находим: 
)cos1('
0
 
cm
h
.                               (1.8) 
Видим, что эмпирическая формула для комптоновского смещения (1.7) и 
теоретически полученная  формула (1.8) совпадают. При этом 
cm
h
0
0
 .                                                (1.9) 
Величина 
0
  называется комптоновской длиной волны электрона . 
Численное значение величины 
0
 , найденное на основе экспериментальных 
результатов, в пределах погрешностей эксперимента совпадает со значением, 
рассчитанным по формуле (1.9), что расценивается как доказательство 
правильности представлений о корпускулярных свойствах электромагнитного 
излучения.  
В нерелятивистском приближении в уравнении (1.6) 0
0
 , и формула связи 
между энергией и импульсом электрона после взаимодействия с фотоном имеет 
вид: 
m
pm e
e
22
22


 .                                      (1.10) 
Вопросы для самоконтроля 
1 В чем состоят квантовые гипотезы Планка и Эйнштейна? 
2 Запишите уравнение Эйнштейна для внешнего фотоэффекта и поясните его 
физический смысл. 
3 В чем состоит явление Комптона? 
  
4 Запишите уравнение Комптона. 
5 Поясните сущность теоретической модели явления Комптона. 
6 Почему теория эффекта Комптона построена на основе релятивистских 
представлений? 
 
Задачи  
1 Определите максимальную скорость фотоэлектронов, вырываемых с 
поверхности серебра: а) ультрафиолетовым излучением с длиной волны 0,155 мкм; 
б)  -излучением с длиной волны 2,47 пм.  
2 Определите красную границу фотоэффекта для цезия, если при облучении 
его поверхности фиолетовым светом с длиной волны 400 нм максимальная 
скорость фотоэлектронов равна 0,65 Мм/с.  
3 Найдите задерживающий потенциал для фотоэлектронов, испускаемых при 
освещении калия светом с длиной волны 330 нм.  
4 Для прекращения фотоэффекта, вызванного облучением ультрафиолетовым 
светом платиновой пластинки, нужно приложить задерживающую разность 
потенциалов 3,7 В. Если платиновую пластинку заменить другой пластинкой, то 
задерживающую разность потенциалов придется увеличить до 6 В. Определите 
работу выхода электронов с поверхности этой пластинки.  
5 Какая доля энергии фотона израсходована на работу вырывания 
фотоэлектрона, если красная граница фотоэффекта 307
0
 нм, максимальная 
кинетическая энергия электрона 1
max
T эВ? 
6 До какого максимального потенциала зарядится удаленный от других тел 
медный шарик при облучении его электромагнитным излучением с длиной волны 
140 нм? 
7 Красная граница при двухфотонном фотоэффекте на некотором катоде равна 
580 нм. Найдите максимальную кинетическую энергию электронов, вылетающих 
из этого катода при трехфотонном фотоэффекте под действием электромагнитного 
излучения с длиной волны 650 нм.  
8 При освещении катода вакуумного фотоэлемента монохроматическим 
светом с длиной волны 310 нм фототок прекращается при некотором 
задерживающем напряжении. При увеличении длины волны на 25 % 
задерживающее напряжение оказывается меньше на 0,8 В. Определите по этим 
экспериментальным данным постоянную Планка.  
9 Плоский серебряный электрод освещается монохроматическим излучением с 
длиной волны 83 нм. Определите, на какое минимальное расстояние от 
поверхности электрода может удалиться фотоэлектрон, если вне электрода имеется 
задерживающее электрическое поле напряженностью 10 В/см. Красная граница 
фотоэффекта для серебра составляет 264 нм.  
10 Ток, возникающий в цепи вакуумного фотоэлемента при освещении его 
цинкового катода электромагнитным излучением с длиной волны     262 нм, 
прекращается, когда внешняя задерживающая разность потенциалов достигает 
значения 1,5 В. Определите значение и полярность внешней контактной разности 
потенциалов данного фотоэлемента. 
11 Под действием фотонов с энергией 5 эВ из металла с работой выхода 4,7 эВ 
вырываются фотоэлектроны. Определите максимальный импульс, передаваемый 
поверхности этого металла при вылете электрона.  
  
12 В результате эффекта Комптона фотон при соударении с электроном 
рассеялся на угол  90 . Энергия '  рассеянного фотона равна 0,4 МэВ. 
Определите энергию фотона до рассеяния.  
13 Определите энергию электрона отдачи при эффекте Комптона, если фотон с 
длиной волны 100 пм испытал максимальное комптоновское смещение.  
14 Узкий пучок рентгеновского излучения с длиной волны   падает на 
рассеивающее вещество. Найти  , если длины волн смещенных составляющих 
излучения, рассеянного под углами 60° и 120°, отличаются друг от друга в   = 2,0 
раза.  
15 Фотон с длиной волны 3,64 пм рассеялся на покоившемся свободном 
электроне так, что кинетическая энергия электрона отдачи составила 25 % от 
энергии налетевшего фотона. Найдите: комптоновское смещение длины волны 
рассеянного фотона; угол, под которым рассеялся фотон.  
16 При облучении вещества рентгеновским излучением с длиной волны   
обнаружено, что максимальная кинетическая энергия комптоновских электронов 

max
T 0,44 МэВ. Определите  .  
17 Красная граница фотоэффекта для некоторого металла равна 500 нм. 
Определите минимальное значение энергии фотона, вызывающего фотоэффект.  
18 Фотоэлектроны, вырываемые с поверхности металла, задерживаются при 
приложении тормозящего напряжения 3
0
U  В. Для этого металла фотоэффект 
начинается при частоте падающего монохроматического света 
14
0
106   с-1. 
Определите: работу выхода электронов из этого металла; частоту применяемого 
излучения. 
19 Определите работу выхода электронов из вольфрама, если красная граница 
фотоэффекта для него равна 275 нм.  
20 Калий освещается светом с длиной волны 400 нм. Определите минимальное 
задерживающее напряжение, при котором фототок прекратится. 
21 Красная граница фотоэффекта для некоторого металла равна 500 нм. 
Определите: работу выхода электронов из этого металла; максимальную скорость 
электронов, вылетающих из этого металла под действием света с длиной волны 400 
нм.  
22 Определите максимальную скорость фотоэлектронов, вырываемых с 
поверхности цинка (работа выхода 4 эВ)  при его облучении  -излучением с 
длиной волны 2,47 пм. Сравните ее со скоростью, приобретаемой фотоэлектроном 
при освещении фотокатода излучением с длиной волны 0,3 нм.  
23 Определите длину волны мягкого рентгеновского излучения, падающего на 
поверхность некоторого металла, если максимальная скорость фотоэлектронов 
равна 10 Мм/с. Работой выхода электронов из металла пренебречь. 
24 Имеется вакуумный фотоэлемент, один из электродов которого цезиевый, а 
другой – медный. Определите максимальную скорость фотоэлектронов, 
подлетающих к медному электроду, если цезиевый электрод освещается 
электромагнитным излучением, длина волны которого   = 0,22 мкм, и электроды 
накоротко замкнуты снаружи.  
25 Дополните таблицу 1.1. 
26 Объясните следующие особенности эффекта Комптона:  
– необходимость использовать коротковолновое рентгеновское излучение 
при экспериментальной проверке формулы комптоновского смещения; 
  
– независимость величины смещения от рода вещества; 
– наличие несмещенной составляющей в рассеянном излучении; 
– увеличение интенсивности смещенного компонента рассеянного излучения 
с уменьшением атомного номера вещества, а также с ростом угла рассеяния. 
27 Фотон с энергией 1,00 МэВ рассеялся на покоившемся свободном электроне. 
Найдите кинетическую энергию электрона отдачи, если в результате рассеяния 
длина волны фотона изменилась на 25 %. 
 
Таблица 1.1 – Работа выхода электронов из различных металлов 
 
Название металла Работа выхода электронов 
эВ 10-19, Дж 
Алюминий 3,74  
Вольфрам   
Железо 4,36  
Золото  7,42 
Калий 2,2  
Литий  3,7 
Натрий 2,5  
Платина  10,1 
  7,5 
Цезий   
Цинк 4,0  
 
28 Фотон, энергия которого в  1,5 раза больше энергии покоя электрона, 
испытывает лобовое столкновение с покоящимся свободным электроном, 
находящимся в однородном магнитном поле. После столкновения электрон отдачи 
движется по окружности радиусом см9,2R . Найдите индукцию B  магнитного 
поля.  
29 Фотон с энергией 0,3 МэВ рассеялся под углом 180° на свободном 
электроне. Определите долю энергии фотона, соответствующую рассеянному 
фотону. 
30  Фотон с энергией 1,025 МэВ рассеялся на первоначально покоившемся 
свободном электроне. Определите угол рассеяния фотона, если длина волны 
рассеянного фотона оказалась равной комптоновской длине волны.  
31 Фотон с импульсом 60p  кэВ/с (с – скорость света), испытав 
комптоновское рассеяние под углом 120° на покоившемся свободном электроне, 
вырвал затем из атома молибдена электрон, энергия связи которого равна 20,0 кэВ. 
Найдите кинетическую энергию фотоэлектрона.  
32 Фотон с длиной волны 4,2 пм испытал лобовое столкновение с электроном, 
двигавшимся ему навстречу со скоростью  . Найдите  , если после столкновения 
фотон движется в обратном направлении с той же длиной волны.  
33 Докажите, что покоящийся электрон не может поглотить фотон. 
 
Примеры решения задач 
  
1 При поочередном освещении поверхности некоторого металла светом с 
длинами волн 35,0
1
  мкм и 54,0
2
  мкм обнаружили, что соответствующие 
максимальные скорости фотоэлектронов отличаются друг от друга в 2 раза. 
Найдите работу выхода электронов с поверхности этого металла. 
 
2
2
max1
1


m
A
c
h  ,                                 (1.11) 
2
2
max2
2


m
A
c
h                                   (1.12) 
Как видно из уравнения Эйнштейна, при увеличении длины волны излучения 
скорость фотоэлектрона уменьшается. Поэтому можно записать 
2
max2
max1 


.                                          (1.13) 
Выразим 
max1
  из соотношения (1.13) и, подставив его в уравнение (1.11), 
получим: 
2
4 2
max2
1


m
A
c
h  .                                   (1.14) 
Исключим из системы уравнений (1.12), (1.14) скорость 
max2
 , для чего 
перенесем в этих уравнениях величину А из правой части равенства в левую, после 
чего разделим второе из них на первое. Из полученного уравнения выразим работу 
выхода: 







12
14
3 
hc
A  . 
Проводя вычисления, получим А = 2,98·10
-19
 Дж = 1,86 эВ. 
Ответ: А = 2,98·10-19 Дж = 1,86 эВ. 
2 Фотон с энергией 75,0
f
  МэВ рассеялся на свободном электроне под углом 
 60 . Считая, что кинетическая энергия и импульс электрона до соударения с 
фотоном пренебрежимо малы, определите:  а) энергию '  рассеянного фотона; б) 
кинетическую энергию Т  электрона отдачи;          в) направление его движения. 
 
Дано: 
6
1
1035,0   м 
6
2
1054,0   м 
 n =2 
Решение 
Воспользуемся связью частоты электромагнитного 
излучения с его длиной волны 


c
 , а также 
уравнением Эйнштейна для фотоэффекта (1.1) и 
запишем его для излучения с длинами волн 
1
  и 
2
 : 
Найти: 
А – ? 
  
Дано: 
75,0
f
 МэВ = 
= 1,2·10-13 Дж 
 60  
Найти: 
f
  – ? 
Т – ? 
  – ? 
Решение 
Воспользуемся формулой Комптона 
)cos1('
0
                                    (1.15) 
и связью  


c
h
f
  ,   




c
h
f
.                                (1.16) 
Из формул (1.16) выразим длины волн падающего   
и рассеянного   излучения и подставим их в (1.15): 
 

cos1
0


ff
hchc
. 
Решим это уравнение относительно 
f
  : 
 


cos1
0


f
f
f
hc
hc
.                                (1.17) 
Проводя вычисления в соответствии с (1.17), получим: 
43,0Дж1069,0 13  
f
  МэВ.  
Для определения кинетической энергии электрона отдачи воспользуемся 
законом сохранения энергии. В соответствии с этим законом при явлении 
Комптона 
2
0
2
0
cmTcm
feff
  ,                    (1.18) 
откуда легко найти 
   32,0Дж1051,0 13  
ff
T   МэВ. 
Для определения угла отдачи электрона   изобразим векторную диаграмму 
(рисунок 1.1), иллюстрирующую закон сохранения импульса. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Запишем закон сохранения импульса (1.7) в виде: 
      
fef
рpр 

. 
 
 
Возводя обе части этого уравнения в квадрат, переведем его в скалярную форму: 
φ 
α 
fp

 
ep

 
fp

  
Рисунок 1.1 – Векторная диаграмма импульсов 
фотона и электрона при эффекте Комптона 
  
       222 cos2
fefef
ppppp   . 
Выразим угол   :  
ef
fef
pp
ppp
2
arccos
222 
 .                           (1.19) 
Воспользуемся связью импульса фотона с его энергией: 
  
c
p
f
f

 , 
c
p
f
f
 
  .                                 (1.20) 
Импульс электрона выразим, комбинируя формулы (1.3), (1.4) 
 
c
cmTT
p
e
2
0
2
 .                                  (1.21) 
Подставляя  (1.20), (1.21) в формулу (1.19), получим: 
          
 
 




2
0
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0
2
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2
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ff
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
  
Производя вычисления, найдем значение угла рассеяния электрона:  35 . 
Ответы: 0,43 МэВ; 0,32 МэВ; 35°. 
 
3 Фотон испытал рассеяние на покоившемся свободном электроне. Найдите 
импульс налетавшего фотона, если энергия рассеянного фотона равна 
кинетической энергии электрона отдачи при угле их разлета, равном 90°.  
векторной диаграммой, изображенной на рисунке 1.1. Переведём векторное 
равенство (1.7) в скалярную форму, возводя обе его части во вторую степень: 
      )cos(2222  
efeff
ppppp . 
Учтём, что угол разлёта фотона и электрона равен 90°, получим: 
     
222
eff
ppp  .                                      (1.23) 
Далее воспользуемся связью импульса фотона с его энергией (1.20). Тогда 
уравнение (1.22) можно переписать следующим образом: 
  
2
f
f
p
p  .                                        (1.24) 
Теперь подставим формулу (1.21), связывающую импульс и кинетическую энергию 
электрона в релятивистском приближении, в уравнение (1.23) и получим 
следующее уравнение: 
 22222 2mcTTcpcp
ff
 .                           (1.25) 
Дано: 
T
f
  
090   
Решение 
Запишем закон сохранения энергии для частиц, 
взаимодействующих при эффекте Комптона, в виде (1.18) и  
с учетом условия T
f
 , получим: 
ff
  2 .                             (1.22) 
   Воспользуемся законом сохранения импульса (1.7) и 
Найти: 
f
p – ? 
  
Сделаем в полученном выражении (1.25) следующие замены: 
f
T   ; 
c
p
f
f

 ;  
2
f
f
p
p  , подставим в него формулу (1.24) и приведем его к виду: 
        
2
2
44
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2
2
2
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p
c
p
cp
fff
f
 . 
Выражая отсюда импульс падающего фотона, получим: 
      mcp
f
2 . 
Воспользуемся полученной формулой и определим численное значение импульса 
фотона в единицах Международной системы: 
       
с
мкг
p
f

 231073,2 . 
Часто энергию частиц выражают во внесистемных единицах измерения – 
электрон-вольтах (эВ). При этом импульс фотона в соответствии с уравнением 
(1.20) выражается в единицах измерения энергии (эВ) и указывается 
необходимость деления этого значения на значение скорости света в вакууме – 
записывают значение импульса в форме: p(эВ/с).  Определяя таким образом 
значение импульса фотона, получим: 
           
f
p  1,02 МэВ/с.                                       
Ответ: 
с
мкг
p
f

 231073,2  = 1,02 МэВ/с. 
 
Тема 2 ТЕОРИЯ БОРА ДЛЯ ВОДОРОДОПОДОБНЫХ АТОМНЫХ 
СИСТЕМ 
1 Спектральные серии в спектрах водородоподобных атомов, 
комбинационный принцип Ритца 
2 Постулаты Бора, теория Бора для водородоподобных систем 
3 Правила квантования эллиптических орбит Бора-Зоммерфельда  
4 Преимущества и недостатки теории Бора 
 
Основные понятия по теме 
Водородоподобная атомная система состоит из положительно заряженного ядра 
с зарядом Ze , где Z  – порядковый номер химического элемента в 
Периодической системе, и одного электрона, движущегося относительно ядра в 
соответствии с теорией Бора по замкнутой траектории (орбите). Реальными 
водородоподобными атомными системами являются атом водорода ( Z =1), 
однократно ионизированный атом гелия (Z =2), двукратно ионизированный атом 
лития ( Z =3) и т. д.  
Результаты экспериментальных исследований спектров испускания 
водородоподобных систем были обобщены посредством формулы, по которой 
можно определить длину волны  (или волновое число 


1~  , или частоту 


c
 ) 
любой спектральной линии анализируемых атомных систем: 
  







22
2 11~
nk
RZ .                                        (2.1) 
Выражение (2.1) называют обобщенной формулой Бальмера. 
Здесь 71007678,1 R м
-1
 – постоянная Ридберга, k = 1, 2, 3, …;                   n = (k 
+ 1), (k + 2), … . 
При k = 1, n = 2, 3, 4, … по формуле (1.1) можно рассчитать волновые числа 
спектральной серии Лаймана; 
при k = 2, n = 3, 4, 5, … –  волновые числа серии Бальмера; 
при k = 3,  n = 4, 5, 6,… – серии Пашена 
при k = 4, n = 5, 6, 7, … –  серии Брэкета; 
при k = 5, n = 6, 7, 8, … – серии Пфунда и т.д.  
Спектральная линия k-й серии, волновое число которой определяется в 
соответствии с формулой (1.1) при n , называется границей k-й серии; а линия 
с волновым числом 
  









22
2
1
11~
kk
RZ  называется головной линией k-й 
серии. 
Теоретическое обоснование сериальных закономерностей, наблюдаемых в 
спектрах водородоподобных систем, дано в теории Бора, которая базируется на 
законах классической механики и квантовых постулатах Бора, согласно которым: 
1. Атомы и атомные системы могут длительное время, не излучая и не 
поглощая энергии, находиться в стационарных состояниях, которым 
соответствуют значения энергии E1, E2, …, En, …, образующие дискретный ряд. 
2. Переходя из стационарного состояния с энергией En в состояние с энергией 
Ek, атом излучает или поглощает квант электромагнитного излучения, частота 
которого определяется правилом частот Бора 
h
EE nk  ,                                                  (2.2) 
где сДжh  341062,6   –  постоянная Планка. 
Бор в теории для водородоподобных систем рассматривал только круговые 
орбиты электрона, для которых им сформулировано условие квантования 
nrm nn  , (n = 1, 2, 3, …),                                   (2.3) 
где кгm 31101.9   – масса электрона, n  – его скорость, nr  – радиус n -й 
орбиты. 
Смысл условия квантования круговых орбит состоит в том, что в атоме 
реализуются только такие круговые орбиты, при движении по которым электрон 
имеет момент количества движения, кратный приведенной постоянной Планка 
сДж
h
 341005,1
2
 : 
Второй закон Ньютона для электрона, движущегося по n–й круговой орбите, 
имеет вид: 
n
n
n
r
m
r
Ze 2
2
2 
   .                                             (2.4) 
  
где 
o

4
1 , 120 1085,8
  Ф/м – диэлектрическая постоянная. 
Решив систему уравнений (2.3) и (2.4) относительно радиуса nr  и скорости 
электрона n  и выразив полную энергию электрона n –й круговой орбите 









n
n
n
r
Zem
E
22
2

 ,                                      (2.5) 
Бор получил формулу 
22
422
2 n
emZ
En


 .                                          (2.6) 
Воспользовавшись правилом частот (2.2) и связью 
c

 ~ , он выразил волновое 
число спектральной линии, обусловленной квантовым переходом атомной системы 
из n-го стационарного состояния в k-е: 







22
2
3
42 11
4
~
nk
Z
c
me


 .                                 (2.7) 
Как видим, эмпирическое выражение (2.1) для волнового числа спектральной 
линии и теоретическое (2.7) совпадают, если принять, что  
c
me
RR
3
42
4 

  .                                      (2.8) 
Расчетное значение постоянной Ридберга (
71009737,1 R  м
-1) хорошо 
согласуется с экспериментальным ( 71009678,1 R  м-1), что является основанием 
для вывода о правильности предложенной Бором модели. Некоторое отличие этих 
значений удалось объяснить, введя поправку в полученное решение, учитывающую 
в атоме наряду с движением электрона и движение ядра, масса которого mM  . 
С формальной точки зрения это означает, что во всех соотношениях теории Бора 
необходимо заменить массу электрона m  приведенной массой 
Mm
Mm


  
системы, состоящей из ядра и электрона. При этом эмпирическое значение 
постоянной Ридберга R  и теоретическое значение ее R  связаны следующим 
образом: 
M
m
R
R

 
1
 .                                             (2.9) 
Зависимость постоянной Ридберга от массы ядра обусловливает смещение 
соответствующих спектральных линий, характерных для  различных изотопов 
данного химического элемента, и называется изотопическим сдвигом.  
На рисунке 2.1 приведена схема энергетических уровней и переходов между 
ними для водородоподобного атома, построенная в результате анализа формул 
(2.2) и (2.6). 
Стационарное состояние с наименьшей энергией ( 1n ) называется основным, 
или нормальным, все остальные состояния  ( 2n , 3,…) – возбужденные. При 
n , согласно (2.6), En = 0.  При E < 0 электрон связан с ядром и спектр значений 
  
его энергий дискретен (энергия квантована); при E > 0 электрон свободен и спектр 
значений его энергии непрерывен. Переход электрона в области дискретного 
спектра из одного энергетического состояния в другое, с большей энергией, есть 
возбуждение атома. При переходе электрона с одного из уровней дискретного 
спектра в область непрерывного спектра энергий атом превращается в несвязанную 
систему «положительный ион + электрон», то есть происходит его ионизация.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Минимальная энергия, необходимая для ионизации атома из k -го состояния, 
соответствует переходу электрона с k -го уровня на уровень n  и называется 
энергией ионизации Ei. 
 
Вопросы для самоконтроля 
7 Запишите обобщенную формулу Бальмера. 
8 Что называется спектральной серией, головной линией и границей 
спектральной серии? 
9 Сформулируйте постулаты Бора. 
10 Изложите сущность теории Бора для водородоподобных систем. 
11 Изобразите и поясните схему энергетических уровней атома водорода. 
12 В чем состоит явление изотопического сдвига? 
Задачи  
С.Пашена 
 
Е 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
n 
С.Лаймана 
С.Бальмера 
Рисунок 2.1 – Схема энергетических 
уровней водородоподобной системы (без 
соблюдения масштаба) 
  
1 Основываясь на модели атома, предложенной Бором, получите формулы 
для расчета радиуса n -й орбиты и скорости движения электрона в 
водородоподобном атоме в этом состоянии. Вычислите радиусы первой и второй 
боровских орбит для электрона, движущегося в атоме водорода и ионах 
He , 
2Li . Сравните результаты.  
2 Определите частоту вращения электрона по второй боровской орбите  атома 
водорода.  
3 Вычислите для атомарного водорода длины волн головных линий: а) серии 
Лаймана; б) серии Бальмера; в) серии Пашена. 
4 Вычислите для однократно ионизированного атома гелия коротковолновые 
границы (нм): а) серии Бальмера; б) серии Пашена;        в) серии Брэкета. 
5 Определите: а) потенциал ионизации атома водорода; б) первый потенциал 
возбуждения атома водорода; в) энергию ионизации атома водорода из первого 
возбужденного состояния. 
6 Какой серии принадлежит спектральная линия атомарного водорода, 
волновое число которой равно разности волновых чисел следующих двух линий: 
486,1 нм; 410,2 нм? Какова длина волны этой линии?  
7 Предполагая, что в опыте Франка и Герца вакуумная трубка наполнена не 
парами ртути, а разреженным атомарным водородом, определите, через какие 
интервалы ускоряющего потенциала возникнут максимумы на графике 
зависимости анодного тока от ускоряющего потенциала.  
8 Вычислите минимальную разрешающую способность 


 спектрального 
прибора, при которой в спектре атомарного водорода можно разрешить первые 20 
линий серии Бальмера. 
9 Вычислите отношение массы протона к массе электрона, если известно, что 
отношение постоянных Ридберга для тяжелого и легкого водорода 000272,1 , а 
отношение масс ядер 00,2n .  
10 Определите кинетическую, потенциальную и полную энергию электрона, 
движущегося по первой боровской орбите: а) в атоме водорода; б) в ионе 
He ; в) в 
ионе 
2Li . Сравните результаты. 
11 Определите в электрон-вольтах (эВ) наибольшую и наименьшую энергии 
фотонов, которые излучаются при совершении атомами водорода переходов, 
соответствующих серии Лаймана.  
12 Атомарный водород, возбужденный электромагнитным излучением 
определенной длины волны, при переходе в основное состояние испускает только 
три спектральные линии. Определите длины волн этих линий и укажите, каким 
сериям они принадлежат. 
13 Атом водорода в основном состоянии поглотил квант света с длиной волны 
121,5 нм. Определите радиус электронной орбиты возбужденного атома водорода.  
14 У какого водородоподобного иона разность длин волн головных линий 
серии Бальмера и Лаймана равна 59,3 нм? 
15 Атом водорода, двигавшийся со скоростью 3,26 Мм/с, испустил фотон, 
соответствующий переходу из первого возбужденного состояния в основное. 
Найдите угол между направлением вылета фотона и первоначальным 
направлением движения атома, если кинетическая энергия атома осталась прежней.  
  
16 Определите изменение орбитального механического момента электрона, 
если он переходит из возбужденного состояния в основное с испусканием фотона с 
длиной волны λ = 71002,1   м. 
17 В излучении звезды обнаружен водородоподобный спектр, длины волн 
которого в 9 раз меньше, чем у атомарного водорода. Определите элемент, 
которому соответствует данный спектр.  
18 Вычислите энергию фотона, испускаемого при переходе электрона в атоме 
водорода с третьего энергетического уровня на первый.  
19 Определите частоту света, излучаемого возбужденным атомом водорода 
при переходе электрона на второй энергетический уровень, если радиус орбиты 
электрона изменился в 9 раз. 
20 Определите, на сколько электрон-вольт изменяется кинетическая энергия 
электрона в атоме водорода при излучении атомом фотона с длиной волны 486 нм.
  
21 Позитроний – атомоподобная система, состоящая из позитрона и электрона, 
вращающихся относительно их общего центра масс. Применяя теорию Бора, 
определите минимальные размеры такой системы.  
 
Примеры решения задач 
1 Пользуясь теорией Бора, выведите формулы для потенциальной, 
кинетической и полной энергии электрона, движущегося по n -й орбите в 
водородоподобном атоме. 
 
Дано: 
Z, 
n  
 
Найти: 
Un-? 
Tn-? 
En-? 
Решение 
Потенциальная энергия электрона в водородоподобном 
атоме, порядковый номер которого в Периодической системе 
элементов Д. И. Менделеева равен Z, определяется 
электростатическим взаимодействием электрона и ядра, 
которые можно считать точечными зарядами: 
nr
Ze
U
2
04
1


.                                   (2.10) 
Здесь nr  – расстояние между электроном и ядром (радиус n -ой круговой 
орбиты электрона). 
Кинетическая энергия электрона определяется по формуле 
   
2
2
nmT

 ,                                       (2.11) 
где n  –  скорость электрона на n - ой орбите. 
Для того, чтобы определить радиус n - й орбиты и скорость электрона n , 
необходимо решить систему из уравнений (2.3), (2.4): 
          
n
n
n
r
m
r
Ze 2
2
2
04
1 

 , 
          nrm nn  . 
Получим: 
  
2
22
04
mZe
n
rn

 ,                                     (2.12) 
n
Ze
n
2
04
1

  .                                   (2.13) 
Подставляя (2.12) в формулу (2.10), а (2.13) – в формулу (2.11), получим 
следующие выражения для потенциальной и кинетической энергии электрона, 
движущегося по n -й орбите: 
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n
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,                              (2.14) 
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.                               (2.15) 
Суммируя (2.14) и (2.15), получим выражение для полной энергии электрона, 
находящегося в n -м стационарном состоянии: 
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1
n
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Ответы:
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


. 
2 Фотон с энергией 16,5 эВ выбил электрон из невозбужденного атома 
водорода. Какую скорость будет иметь электрон вдали от ядра атома?   
2
2m
EE свф                                       (2.16) 
В соответствии с теорией Бора энергия водородоподобной системы в    n-м 
стационарном состоянии определяется по формуле (2.6). При условиях 1Z , n=1 
она приобретает вид 
          
2
42
0
2
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1
24
1
2 
meme
E 





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

. 
Дано: 
Eф=16,5 эВ 
=26,4·10-19 Дж 
1Z  
n=1 
Решение 
Для того чтобы определить скорость выбитого из атома 
электрона, воспользуемся законом сохранения энергии для 
рассматриваемого явления. Получив энергию Eф, электрон, 
находящийся в невозбужденном состоянии (n=1) атома 
водорода ( 1Z ), преодолеет притяжение с ядром, т.е.    
потратит энергию свE  и, покинув атом, приобретет 
кинетическую энергию 
2
2m
T  : 
Найти: 
 -? 
  
Затратив энергию связи, электрон станет свободным, т.е. его энергия станет 
равной нулю. Следовательно, 
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.                          (2.17) 
Подставляя (2.17) в формулу (2.16) и выражая затем скорость, получим: 
  220
4
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
e
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Eф
. 
В результате вычислений определим значение скорости электрона:  1,01·106 
м/с. 
 
Ответ:  1,01·106 м/с. 
 
2 Атомарный водород возбуждают на n-й энергетический уровень. 
Определить длины волн испускаемых линий, если n = 4; каким сериям 
принадлежат эти линии? 
 
Воспользуемся схемой энергетических уровней, изображенной на рисунке 2.1 , и 
укажем все возможные последовательности квантовых переходов, совершая 
которые атомы водорода могут перейти с возбужденного уровня (n = 4) на 
основной (n = 1): 
а) 4→3; 3→2; 2→1; 
б) 4→2; 2→1; 
в) 4→3; 3→1; 
г) 4→1. 
Выпишем неповторяющиеся квантовые переходы: 
4 → 3 ( 1 ); 3 → 2 ( 2 ); 2 → 1( 3 ) ;  
4 → 2 ( 4 ); 3 → 1 ( 5 ); 4 → 1 . ( 6 )                .       (2.18) 
 
Выразим длины волн спектральных линий, соответствующих всем указанным 
квантовым переходам, пользуясь обобщенной формулой Бальмера (2.1) и связью 
между волновым числом и длиной волны излучения 
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(2.19) 
Длины волн 4 , 5 , 6   выразим, применяя комбинационный принцип Ритца: 
Дано: 
1Z  
n =4 
Решение 
Различные атомы водорода, находящиеся в зоне 
возбуждения и переведенные в возбужденное 
состояние с n = 4, могут вернуться в основное 
состояние (n = 1), совершая последовательность 
различных квантовых переходов. 
Найти: i -? 
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Вычислим значений длин волн 1 , 2  , 3  4 , 5 , 6   по формулам (2.19), 
(2.20), учитывая значение постоянной Ридберга        ( 71009678,1 R  м
-1
).  
Получим:  
6
1 10875,1
  м. 
Устанавливая соответствие спектральных линий различным квантовым 
переходам (2.18) определим, что спектральная линия с длиной волны 
6
1 10875,1
  м относится к серии Пашена; линии с длинами волн 
7
2 1057,6
  м и 74 1086,4
  м – серии Бальмера; 73 1016,12
  м, 
7
5 1026,10
  м и   76 1073,9
  м – серии Лаймана. 
Ответ: 
6
1 10875,1
  м (серия Пашена); 72 1057,6
  м, 74 1086,4
  
м (серия Бальмера); 
7
3 1016,12
  м, 75 1026,10
  м,  76 1073,9
  м (серия 
Лаймана). 
 
Тема 3 ВОЛНОВЫЕ СВОЙСТВА МИКРОЧАСТИЦ 
 
1 Гипотеза Луи де Бройля, свойства волн Л. де Бройля 
2 Статистическая интерпретация волновой функции М. Борном 
3 Экспериментальное подтверждение волновой природы микрочастиц, опыты 
Дэвиссона и Джермера  
4 Соотношение неопределенности 
 
Основные понятия по теме 
В начале 20-го века для частиц вещества был обнаружен ряд эффектов, внешне 
сходных с оптическими явлениями, характерными для волн. Так, в 1921 году 
Рамзауэр при исследовании рассеяния электронов на атомах аргона обнаружил, что 
эффективное сечение упругого рассеяния электронов на аргоне при энергии 
электрона E ~ 1 эВ становится близким к нулю. Впечатление такое, что при E ~ 1 
эВ электроны не испытывают с атомами аргона столкновений и пролетают через 
газ без рассеяния. Этот эффект аналогичен образованию пятна Пуассона при 
дифракции света на малом экране. 
В 1927 году американскими физиками Дэвиссоном и Джермером, а также 
независимо от них английским физиком Дж. П. Томсоном установлено, что 
моноэнергетические электроны, падающие параллельным пучком из электронно-
лучевой трубки T на никелевую пластинку M (рисунок 3.1), после взаимодействия с 
ней распределялись в пространстве аналогично тому, как распределено 
рентгеновское излучение после дифракции на кристалле.  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
При изучении дифракции рентгеновских лучей на кристаллах было 
установлено, что распределение дифракционных максимумов описывается 
формулой Вульфа-Брэгга: 
 nd sin2 ,                                                  (3.1) 
где d  – постоянная кристаллической решетки, n  – порядок дифракции,   – длина 
волны рентгеновского излучения,   –  угол между поверхностью кристалла и 
падающим электронным пучком (угол скольжения). 
При рассеянии нейтронов на тяжелом ядре также возникало типично 
дифракционное распределение рассеянных нейтронов, аналогичное тому, 
которое наблюдается при дифракции света на поглощающем диске или шарике. 
Для объяснения этих и многих других экспериментальных результатов  
требовались принципиально новые теоретические подходы.  
Французский ученый Луи де Бройль в 1924 году высказал идею о том, что 
частицы вещества обладают и корпускулярными, и волновыми свойствами. При 
этом он предположил, что частице, свободно движущейся с постоянной скоростью 


, соответствует плоская монохроматическая волна 
 )(exp
0
trki  

,                              (3.2) 
где ω и k

 –  ее частота и волновой вектор. Тем самым была сделана попытка 
расширения аналогии между оптикой и механикой, и сопоставления волновой 
оптики с волновой механикой в целях применения последней для объяснения 
внутриатомных явлений. 
Волна (3.2) распространяется в направлении движения частицы ( 

IIr ). Такие 
волны получили название фазовых волн, волн вещества или волн де Бройля. 
Т 
θ 
Г 
К 
М 
Т – электронно-лучевая трубка; М – никелевая 
пластинка-мишень;    К –  коллектор   электронов;  
                           Г –  гальванометр 
Рисунок 3.1 –  Схема опыта Дэвиссона-Джермера 
  
Релятивистски инвариантные соотношения, связывающие корпускулярные и 
волновые свойства частицы массы 
0
m , которая движется со скоростью 

, имеет 
энергию 
22
2
0
/1 c
cm
E

                                               (3.3) 
и импульс 
22
0
/1 c
m
p






,                                             (3.4) 
и которой сопоставляется волна де Бройля частоты  , называются формулами де 
Бройля и имеют вид: 
 

E
k
p
k
p
k
p
z
z
e
e
x
x ,                                (3.5) 
или 
E ,    kp



 ,                                      (3.6) 
где kk

  –  волновое число, связанное с длиной волны ( k/2  ). 
Длина волны де Бройля определяется по формуле 
p
h
pk



22
                                        (3.7) 
(здесь pp

 ). Именно эта длина волны должна фигурировать в формулах при 
волновом описании эффекта Рамзауэра – Таунсенда и опытов Дэвиссона - 
Джермера. Формула (3.7) после учета выражения для импульса принимает разный 
вид для частиц, движущихся медленно и со скоростью, близкой к скорости света в 
вакууме: 
а) в классическом приближении ( 
0
; mpc  ) 
p


2
 ;  Тm02/2   ;                                      (3.8) 
б) в релятивистском приближении (
22
0
/1/ cmmp   ) 
22
0
/1
2
c
m



 

;    )2(/2
0
ЕТТс   ,                       (3.9) 
где Е0 – энергия покоя частицы, 
2
00
cmЕ  ; Т – кинетическая энергия 
частицы. 
С учетом (3.6) формулу (3.2) можно записать в виде плоской волны 






 )(exp),(
0
rpEt
i
tr



,                            (3.10) 
соответствующей частице, имеющей импульс p

 и энергию E . 
Фазовая скорость волны де Бройля частицы, масса которой 
0
m , свободно 
движущейся со скоростью  , 
 /// 2cpEk
фаз
 ,                              (3.11) 
  
где E  –  энергия частицы,   –  круговая частота; kp   –  импульс, 
 /2k  - волновое число. 
Групповая скорость волнового поля частицы 



dp
dE
dk
d
u .                                  (3.12) 
В классической механике состояние частицы в каждый момент времени 
характеризуется ее положением в пространстве (то есть координатами) и 
импульсом. Мгновенное состояние микрочастицы, обладающей волновыми 
свойствами, нельзя характеризовать точными значениями координат и импульса. 
Для решения вопроса о локализации частицы, движущейся в потенциальном 
поле, функцию ее состояния можно представить волновым пакетом. Если при 
движении частицы вдоль оси OX длина волнового пакета равна x , то волновые 
числа 
x
k , необходимые для его образования, не могут занимать сколь угодно 
узкий интервал 
x
k . Минимальная ширина интервала должна удовлетворять 
соотношению 
2
x
kx  
или, после умножения на  , 
hpx
x
 .                                            (3.13) 
Аналогичные соотношения выполняются и для волновых пакетов, 
распространяющихся вдоль осей OY и OZ: 
.
,
hpz
hpy
z
y


                                            (3.14) 
Соотношения (3.13), (3.14) называют соотношениями неопределенностей 
Гейзенберга (или принципом неопределенности). В соответствии с этим 
фундаментальным положением квантовой теории любая физическая система не 
может находиться в состояниях, в которых координаты ее центра инерции и 
импульс одновременно принимают вполне определенные, точные значения.  
Ввиду малости h  по сравнению с макроскопическими величинами той же 
размерности действия соотношения неопределенностей существенны в 
основном для явлений атомных и меньших масштабов и не проявляются в 
опытах с макроскопическими телами. 
Несколько иной смысл имеет соотношение неопределенностей для энергии 
E  и времени t : 
 tE .                                              (3.15) 
Если система находится в стационарном состоянии, то из соотношения 
неопределенностей следует, что энергию системы даже в этом состоянии можно 
измерить лишь с точностью, не превышающей t/ , где t – длительность 
процесса измерения. Соотношение (3.15) справедливо также, если E  
трактовать как неопределенность значения энергии нестационарного состояния 
замкнутой системы, а t  - как характерное время, в течение которого 
существенно изменяются средние значения физических величин в этой системе. 
  
Возбужденные состояния атомов, молекул, ядер нестабильны. Из 
соотношения неопределенностей (3.15)  вытекает, что энергия этих 
микрообъектов в возбужденных состояниях не может быть строго определенной, 
то есть возбужденные энергетические уровни обладают некоторой 
естественной шириной tE  / , где t  – время жизни возбужденного 
состояния.  
Из соотношений неопределенностей следует вывод о том, что в квантовой 
механике теряет смысл деление полной энергии E  на кинетическую и 
потенциальную, так как  они выражаются через величины (соответственно через 
импульсы и координаты), которые не могут одновременно иметь определенные 
(точные) значения. Энергия E  должна определяться и измеряться лишь как 
полная энергия, без деления на кинетическую и потенциальную.  
 
Вопросы для самоконтроля 
13 Сущность гипотезы де Бройля. 
14 Как определяются фазовая и групповая скорости волны де Бройля и её длина 
волны? 
15 Какова физическая интерпретация волн де Бройля?  
16 Что выражают соотношения неопределенности? 
17 Каковы экспериментальные подтверждения гипотезы де Бройля? 
 
Задачи  
1 Найдите длину волны де Бройля электрона, движущегося по круговой 
орбите атома водорода, находящегося в основном состоянии. 
2 С какой скоростью движется электрон, если длина волны де Бройля   
электрона равна его комптоновской длине волны 
с
 ?  
3 Электрон движется по окружности радиусом 0,5 см в однородном 
магнитном поле, индукция которого В = 8 мТл. Определите длину волны де Бройля 
электрона. Как изменится ответ, если электрон заменить протоном? 
4 Кинетическая энергия электрона в атоме водорода составляет величину 
порядка 10 эВ. Используя соотношения неопределенностей, оцените минимальные 
линейные размеры атома.  
5 Электронный пучок ускоряется в электронно-лучевой трубке разностью 
потенциалов U  = 0,5 кВ. Принимая, что неопределенность импульса равна 0,1 % 
от его числового значения, определите неопределенность координаты электрона. 
Являются ли в данных условиях электроны квантовой или классической частицей?  
6 Используя соотношение неопределенностей энергии и времени, определите 
естественную ширину   спектральной линии излучения атома при переходе его 
из возбужденного состояния в основное. Среднее время   жизни атома в 
возбужденном состоянии принять равным 10-8 с, а длину волны   излучения – 
равной 600 нм.  
7 Волновой «пакет» образован двумя плоскими монохроматическими 
волнами: )31002cos(),(
1
xttx  , )01,31003cos(),(
2
xttx  . Определите 
фазовые скорости каждой волны и групповую скорость волнового «пакета».  
8 Определите длину волны де Бройля, характеризующую волновые свойства 
электрона, если его скорость   = 1 Мм/с. Сделайте такой же расчет для протона. 
  
9 Определите длину волны де Бройля электрона, прошедшего ускоряющую 
разность потенциалов 700 кВ. 
10 Определите импульс и энергию: 1) рентгеновского кванта;              2) 
электрона, если длина волны каждого из них равна 10 -10 м.     
11 Определите длину волны де Бройля для нейтрона, движущегося со средней 
квадратичной скоростью при Т = 290 К. 
12 Один из способов монохроматизации медленных нейтронов состоит в 
следующем. В цилиндре радиуса R  = 10 см и длина L  = 1,0 м делают винтовой паз 
шириной b  = 1 см с поворотом на угол   = 30° (рисунок 3.2). Цилиндр вращается с 
частотой   = 3000 мин-1. Определите длину волны нейтронов, проходящих через 
описанный монохроматор, и оцените степень монохроматизации. Пучок нейтронов 
падает на цилиндр параллельно его оси.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
13 Заряженная частица, ускоренная разностью потенциалов 500 В, имеет 
длину волны де Бройля 1,282 пм. Принимая заряд этой частицы равным заряду 
электрона, определите ее массу. 
14 На какой высоте Н надо поместить поглотитель относительно источника 
для обнаружения красного смещения общей теории относительности? 
Используется эффект Мёссбауэра на изотопе 
67Zn . Время жизни возбужденного 
уровня с энергией Е = 93 кэВ равно   = 10-5 с. Считайте, что для достижения 
необходимой точности эффект смещения должен превышать ширину Г линии 
резонансного поглощения в 10 раз. 
15 Параллельный пучок атомов, находящихся в одинаковом возбужденном 
состоянии, движется вдоль оси вакуумной трубки со скоростью   = 108 м/с. В 
стенках сделаны окошки для регистрации излучения атомов в зависимости от пути, 
пройденного пучком в трубке.  
Результаты измерений изображены на рисунке 3.3. (По оси абсцисс отложено 
расстояние, пройденное пучком вдоль трубки, отсчитанное от первого окошка, а по 
оси ординат – натуральный логарифм отношения интенсивности света )(xI  к 
интенсивности света, измеренной детектором, расположенным в первом окошке.) 
Определите естественную ширину линии, которая соответствует  излучению 
атомов пучка. 
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Рисунок 3.2  – Схема устройства  
для монохроматизации нейтронов 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
16 В опыте Девиссона и Джермера, обнаруживших дифракционную картину 
при отражении пучка электронов от естественной дифракционной решетки – 
монокристалла никеля, оказалось, что в направлении, составляющем угол 55° с 
направлением падающих электронов, наблюдается максимум отражения 
четвертого порядка при кинетической энергии электронов Т = 180 эВ. Определите 
расстояние между кристаллографическими плоскостями никеля. 
17 Моноэнергетический пучок нейтронов, получаемых в результате ядерной 
реакции, падает на кристалл с периодом кристаллической решетки d = 0,15 нм. 
Определите скорость нейтронов, если брэгговское отражение первого порядка 
наблюдается, когда угол скольжения равен 30°. 
18 Параллельный пучок электронов, движущихся с одинаковой скоростью 1 
Мм/с, падает нормально на диафрагму с длинной щелью шириной 1 мкм. Проходя 
через щель, электроны рассеиваются и образуют дифракционную картину на 
экране, расположенном на расстоянии 50 см от щели и параллельном плоскости 
диафрагмы. Определите линейное расстояние x между положениями минимумов 
первого порядка.  
19  Ширина следа электрона (кинетическая энергия его 1,5 кэВ), полученного 
на фотопластинке с применением камеры Вильсона, составляет 1 мкм. Определите, 
можно ли по данному следу обнаружить отклонение в движении электрона от 
законов классической механики. 
20 Определите отношение неопределенностей скорости электрона, координата 
которого установлена с точностью до 10 -5 м, и пылинки массой 10-12 кг, если ее 
координата установлена с такой же точностью. 
21 Электронный пучок выходит из электронной пушки, ускоренный 
разностью потенциалов 200 В. Определите, можно ли одновременно измерить 
параметры траектории электрона с точностью до 100 пм (с точностью порядка 
диаметра атома) и его скорость с точностью до 10 %. 
22 Принимая, что электрон находится внутри атома диаметром 0,3 нм, 
определите (в электрон-вольтах) неопределенность энергии этого электрона.  
 
 
 
-1 
 
 
 
-2 
 
 
 
-3 
 
 
1
)(
ln
I
xI
 
0         1           2         3              х, см 
Рисунок 3.3 – К задаче 15 
  
23 Покажите, используя соотношения неопределенностей, что в ядре атома не 
могут находиться электроны. 
24 Оцените относительную ширину  /  спектральной линии, если 
известны время жизни атома в возбужденном состоянии (
810   с) и длина волны 
излучаемого фотона ( = 0,6 мкм).  
25 Оцените кинетическую энергию нуклона в ядре атома углерода. Диаметр 
ядра равен приблизительно 
15103   м. 
26 Кажется, что путем измерения отдачи зеркал интерферометра Майкельсона 
можно определить, будет ли фотон, связанный с волновым цугом, отражаться от 
одного или другого из них. Используя соотношения неопределенностей, покажите, 
что такое измерение невозможно. 
27 Исходя из соотношения неопределенностей между импульсом частицы и 
соответствующей координатой, оцените энергию атома водорода в основном 
состоянии.  
 
Примеры решения задач 
1. Электрон, начальной скоростью которого можно пренебречь, прошел 
ускоряющую разность потенциалов U . Найти длину волны де Бройля для двух 
ситуаций: 1) U  = 51 В; 2) U  = 510 кВ.  
 
      Дано: 
      
1U  = 51 В; 
     
2
U  = 510 кВ; 
31
0
101,9 m  кг; 
19106,1 e  Кл 
 
      Найти:   
     
1
  – ?  
2
  – ? 
Решение 
Длина волны де Бройля может быть выражена через 
импульс p  частицы  и постоянную Планка h  (смотри 
формулу (3.7)): 
                            
p
h
 .  
Импульс   частицы   можно  выразить   через  ее 
кинетическую   энергию.   При  этом  важно   знать,  
является частица классической или релятивистской. Для решения этого вопроса 
сравним в каждом случае кинетическую энергию частицы с энергией покоя  
2
0
cmE
o
 .                                     (3.16) 
Кинетическая энергия электрона, прошедшего ускоряющую разность 
потенциалов U , может быть определена после умножения разности потенциалов 
на модуль заряда электрона e : 
eUT  .                                          (3.17) 
Вычисляя по формуле (3.17), получим: 
1T 51 эВ = 
41051,0   МэВ;  

1
T 2T 510 эВ = 0,51 МэВ. 
Энергию покоя электрона найдем по формуле (3.16): 
51,0109,81109101,9 151631
0
  ДжE МэВ. 
Очевидно, что 01 ET  , а 02 ET  . Следовательно, в первой ситуации электрон 
является классической частицей, а во второй – релятивистской. Поэтому импульс 
электрона определим следующим образом: 
Tmp
o
2
1
 ;                                            (3.18) 
  
TTE
c
p )2(
1
02
 .                                     (3.19) 
С учетом формул (3.18) и (3.19) представим формулу (3.7) в форме, удобной для 
выполнения вычислений: 
10
1
2 Tm
h
 ;                                          (3.20) 
220
2
)2( TTE
hc

 .                                     (3.21) 
Вычислим длину волны де Бройля по формулам (3.20) и (3.21) с учетом 
найденных ранее значений кинетической энергии электрона: 
пмм 8,171108,171
51106,1101,92
1062,6 12
1931
34
1



 


 ; 
пм12
1515
834
2
104,1
109,81109,813
1031062,6 





 . 
Ответы: 171,8 пм; 1,4 пм. 
 
2. На узкую щель шириной а = 1 мкм направлен параллельный пучок 
электронов, имеющих скорость   = 3,65 Мм/с. Учитывая волновые свойства 
электронов, определите расстояние х между двумя максимумами интенсивности 
первого порядка в дифракционной картине, полученной на экране, отстоящем на 
L= 10 см от щели. 
 
Дано: 
 
6101 a  м; 
      
61065,3   м/с; 
      k 1 = 1; 
      k2 = -1; 
31
0
101,9 m  кг 
Найти: 
      х - ?  
Решение 
Изобразим схему дифракции электронов на щели 
(рисунок 3.4), укажем на ней положения 
дифракционных максимумов  k 1  и  k2, ширину щели 
a , угол дифракции  , искомое расстояние x , 
расстояние L  от плоскости диафрагмы до экрана. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
а 

e
 
L 
x k1 k2 
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Рисунок 3.4 – Дифракция электронов 
на щели 
  
 
Воспользуемся оптико-механической аналогией и учтем, что при дифракции на 
щели положение дифракционных максимумов приблизительно можно определить 
по формуле 
2
)12(sin

  ka ,                                      (3.22) 
где k = 0, 1, 2, 3, …(в рассматриваемой ситуации следует выбрать k = 1),   - 
длина волны, которую следует сопоставить электрону, то есть длина волны де 
Бройля, определяемая по формуле (3.7). 
Так как заданная в условии задачи скорость электрона значительно меньше 
скорости света в вакууме, то электрон можно считать нерелятивистской частицей, а 
его импульс определять по формуле: 

0
mp  ,                                                (3.23) 
где 
0
m  - масса покоя электрона,   - скорость его движения. 
Так как рассматривается дифракция в первый порядок, то угол дифракции мал, 
и можно считать, что  
 tgsin .                                          (3.24) 
Тангенс угла дифракции найдем, воспользовавшись схемой опыта: 
L
x
tg
2
 ,                                                (3.25) 
где 2/x  - расстояние от центра дифракционной картины до рассматриваемого 
максимума. 
Комбинируя формулы (3.7),(3.22) – (3.25) с учетом значения k = 1, получим 
выражение для расчета расстояния между указанными в задаче дифракционными 
максимумами: 

0
3
am
hL
x  .                                                       (3.26) 
Вычислим искомое расстояние по формуле (3.26): 
мкммx 60108,59
1065,3101,910
101062,63 6
6316
134



 


. 
 Ответ:  х = 60 мкм. 
 
3 На грань кристалла никеля падает параллельный пучок электронов. Кристалл 
поворачивают так, что угол скольжения   изменяется. Когда этот угол становится 
равным 64° , наблюдается максимальное отражение электронов, соответствующее 
дифракционному максимуму первого порядка. Принимая расстояние d  между 
атомными плоскостями кристалла равным 200 пм, определите длину волны де 
Бройля   электронов и их скорость  .  
 
  
Дано: 
     = 64
0
; 
   k = 1; 
   d = 200 пм 
Найти:  
    - ?     - ?  
 
Решение 
Воспользуемся для решения задачи формулой Вульфа-
Брэгга, которая применима здесь, как и при дифракции 
рентгеновского излучения на кристалле: 
 kd sin2 ,                                (3.27) 
где d  – постоянная кристаллической решетки,   – угол 
скольжения, k  – порядок дифракции,   – длина волны де 
Бройля. 
Выражая из формулы (3.27) длину волны де Бройля, получим: 
k
d 

sin2
 .                                 (3.28) 
Воспользуемся выражением длины волны де Бройля через импульс частицы 
и постоянную Планка: 


0
m
h
 .                                        (3.29) 
Из формулы (3.29) найдем скорость электрона: 


0
m
h
 .                                        (3.30) 
Вычислим искомые величины по формулам (3.29) и (3.30): 
360
1
64sin1022 010




  пм; 
6
1031
34
102
1036101,9
1062,6






  м/с = 2 Мм/с. 
Ответы: 360 пм; 2 Мм/с. 
  
4. Электрон в плоскопараллельном слое толщины d  из вещества, показатель 
преломления которого n , движется со скоростью   перпендикулярно 
ограничивающим слой плоскостям. Скорость электрона 
n
c
 , при этом 
регистрируется излучение Вавилова – Черенкова. Определить угол   раствора 
конического сектора, в котором сконцентрировано излучение вследствие 
конечности толщины слоя. 
 
Дано: 
   

; 
   d ; 
        n ; 
n
c
  
 
Найти: 
      - ? 
Решение 
Изобразим схематически описанную в задаче ситуацию 
(рисунок 3.5). 
 
 
 
 
 
 ύ 
d 
Δφ 
φ 
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Угол   между направлением полета частиц и направлением излучения 
определяется из равенства 


n
c
cos ,                                                  (3.31) 
где c  - скорость света в вакууме, n  - показатель преломления среды,   - модуль 
скорости частицы. 
Неопределенность импульса электрона, находящегося в слое вещества 
толщиной d,  составляет величину порядка 
d
h
p  ,                                               (3.32) 
а неопределенность его скорости равна 
md
h
 ,                                             (3.33) 
где m  – масса электрона.  
Продифференцируем левую часть выражения (3.31) по  , а правую часть – по 
 : 


 d
n
c
d
2
sin  .                                    (3.34) 
Считая неопределенности угла   и скорости   малыми величинами, 
представим (3.34) в виде: 


 
2
sin
n
c
.                                   (3.35) 
Из выражения (3.35) выразим модуль   и учтем в полученном выражении 
формулу (3.33): 


sin2mdn
сh
 .                                          (3.36) 
Числовое значение найденного угла может быть определено после задания 
значений показателя преломления среды, толщины слоя и скорости электрона. При 
этом следует определить sin  с применением основного тригонометрического 
тождества и формулы (3.31). 
 
5. Комптоновское рассеяние квантов на электронах атомов осложняется тем, что 
электроны в атомах не находятся в покое. Оцените связанный с этим разброс в 
углах разлета электронов отдачи, выбиваемых из атомов водорода при рассеянии 
строго назад рентгеновских квантов с длиной волны   = 0,1 нм. 
 
  
Дано: 
  = 0,1 нм; 
 31101,9 m  кг; 
 19106,1 e  Кл 
 
Найти: 
    – ? 
 
Решение 
Для оценки будем считать, что начальный импульс 
электрона 
0
p  был направлен перпендикулярно 
направлению движения фотона. Величину 
0p  найдем из 
соотношения неопределенностей, записанного в виде: 
hrp 
0
.                                   (3.37) 
 
При этом неопределенность в положении электрона можно отождествить с 
радиусом первой боровской орбиты ( 101053,0 r  м). 
Продольную составляющую импульса электрона после его взаимодействия с 
фотоном найдем, воспользовавшись законом сохранения импульса:  
l
p
c
h
с
h

'
,                                       (3.38) 
а изменение частоты   – применяя формулу Комптона 
)cos1(2
12
  ,                           (3.39) 
где   – комптоновское смещение длины волны, 436,2  пм – комптоновская 
длина волны для электрона,   – угол рассеяния. Так как рассматривается 
рассеяние строго назад, то 
  4 .                                              (3.40) 
Определяя импульс (скорость) электрона в ходе решения системы уравнений 
(3.38) и (3.40), легко убедиться, что  
)4(
4




h
p
l
,                                         (3.41) 
и что электрон в данной задаче нерелятивистский. 
Оценим теперь разброс в угле рассеяния электрона (рисунок 3.6 ).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
На рисунке 3.6 видно, что  
l
p
p
tg 0 .                                         (3.42) 
Учтем в (3.42) формулы (3.37) и (3.41): 





rhr
h
tg
4
)4(
4
)4( 



 .                   (3.43) 
 
Тогда искомый разброс угла рассеяния определим как 
p 
Рисунок 3.6 – Импульсы фотонов и 
электрона при эффекте Комптона 
  
p0 
c
h '
 
  



r
arctg
4
)4( 
  .                                 (3.44) 
Производя вычисления, получим: 
0
1013
121313
3,71153,0
1053,01014,34
)10436,214,3410(10






arctgarctg . 
 Ответ:  = 7,3°. 
6. Оцените минимальный размер железной пылинки, при котором можно 
наблюдать эффект Мёссбауэра с энергией перехода Е = 14 кэВ и временем жизни   
= 10
-3
 с, если отдачей пылинки будет обусловлено  доплеровское смещение, равное 
естественной ширине линии.  
Примечание. Эффект Мёссбауэра заключается в том, что при достаточно низкой 
температуре отдачу испытывает не отдельное излучившее ядро, а весь кристалл (в 
рассматриваемой задаче – пылинка). 
 
Дано: 
   Е = 14 кэВ; 
     = 10-3 с; 
    
D
   
 
Найти: 
 r  - ? 
Решение 
 
При излучении гамма-кванта пылинка приобретает 
импульс отдачи  
с
Е
М  ,                                           (3.45) 
где Е – энергия гамма-кванта. 
Доплеровское смещение частоты гамма-кванта вследствие движения 
излучателя (пылинки) определяется из соотношения 
с
D 




.                                          (3.46) 
Естественную ширину линии найдем из соотношения неопределенностей: 



2




E
.                                      (3.47) 
Комбинируя формулы (3.46) и (3.47), найдем минимальную массу пылинки, при 
которой еще наблюдается эффект Мёссбауэра: 
2
2
2 c
E
c
E
M



 .                                     (3.48) 
Оценим радиус пылинки, считая, что она имеет сферическую форму. Так как 
объем шара  
3
3
4
rV                                            (3.49) 
и, иначе, 

M
V  ,                                             (3.50) 
то, комбинируя формулы (3.48), (3.49) и (3.50), получим:  















 22
2
3/1
8
3
4
3
c
EM
r .                                 (3.51) 
  
Вычислим по формуле (3.51) оценочное значение радиуса пылинки, приняв ее 
плотность равной 8000 кг/м3: 
7
3/1
33428
3216
109,2
1081005,1)10314,3(8
10)106,114(3 










r  м. 
Ответ: 5109,2 r см. 
 
Тема 4 ОПЕРАТОРЫ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН И ИХ СВОЙСТВА 
5 Сущность квантовомеханического описания состояния частицы 
6 Уравнение собственного состояния 
7 Условие коммутации операторов 
8 Основные квантовомеханические операторы физики атомов 
 
Основные понятия по теме 
Оператором называется правило, посредством которого каждой функции из 
некоторого множества функций сопоставляется функция из того же или другого 
множества. Для решения квантовомеханической задачи о состоянии движения 
частицы необходимо знать вид операторов для наиболее важных для его 
характеристики физических величин. Операторы, которые ставятся в соответствие 
реальным физическим величинам, являются линейными эрмитовыми операторами.  
Оператор Aˆ  является линейным, если 
 
22112211
ˆˆˆ  AcAcccA  ,                              (4.1) 
где 
1
c  и 
2
c  – постоянные; 
1
  и 
2
 – произвольные функции. 
Оператор Aˆ  эрмитов (самосопряженный), если 
 
  dxAdxA
1221
ˆˆ  .                                     (4.2) 
Вид оператора для конкретной физической величины зависит от выбора 
независимых переменных в функциях, к которым он применяется. В качестве 
независимых переменных можно брать только такие величины, операторы которых 
между собой коммутируют. 
Операторы Aˆ  и Bˆ  коммутируют (коммутативны), если их коммутатор равен 
нулю: 
  0ˆˆˆˆˆ,ˆ  ABBABA .                                       (4.3) 
В квантовой механике особый интерес представляют состояния, в которых 
частица характеризуется определенными (конкретными) значениями физических 
величин. Каждое из таких состояний называется собственным состоянием 
данной частицы, а указанные значения величин – собственными значениями 
физических величин (или их операторов).          - функция, описывающая 
собственное состояние, является решением уравнения для собственного 
состояния 
nnn
aA ˆ .                                               (4.4) 
При этом  -функция, называемая собственной функцией оператора Aˆ , 
определяется функциями n . При измерении получается одно из собственных 
  
значений 
n
a  оператора этой величины. Плотность вероятности, с которой при 
измерении будет получено значение физической величины, равное 
n
a , 
определяется величиной 
2
n
C . Собственные функции, описывающие различные 
состояния, ортогональны друг другу: 
  






  03rd
mn

.                                      (4.5) 
Совокупность собственных значений оператора (спектр значений) должен 
совпадать с совокупностью наблюдаемых значений физической величины. 
Если два оператора Aˆ  и Bˆ  коммутируют, то они имеют общие собственные 
функции. Справедливо и обратное утверждение: если операторы Aˆ  и Bˆ  имеют 
общую полную систему собственных функций, то они коммутируют.  
Следствием из этого положения является утверждение: если операторы Aˆ  и Bˆ  
коммутируют, то одновременно могут быть определены точные значения этих 
физических величин. 
Соотношения, имеющие место для значений физических величин в классической 
механике, справедливы в квантовой механике для операторов и средних 
значений этих физических величин. 
Основные квантовомеханические операторы имеют вид: 
 – оператор проекции импульса  
x
ip
x


 ˆ ;                                            (4.6) 
– оператор квадрата импульса 
222222 ˆˆˆˆ  
zyx
pppp ;                          (4.7) 
 
 – оператор полной энергии (гамильтониан)  
U
m
U
m
p
H  2
22
22
ˆˆ  ;                           (4.8) 
– оператор проекции момента импульса  












y
z
z
yipzpyL
yzx
ˆˆˆ ; 
 











z
x
x
zipxpzL
zxy
ˆˆˆ ;                              (4.9) 
 
   













  i
x
y
y
xipypxL
xyz
ˆˆˆ ; 
 – оператор квадрата момента импульса  
  
2
,
22222 ˆˆˆˆ

 
zyx
LLLL .                                   (4.10) 
Здесь  2  – оператор Лапласа. В сферических координатах он имеет вид: 
2
,22
2
2 12








rr
R
rr
R
; 
2
2
2
,
2
sin
1
sin
sin
1
















 , 
где 
2
,
  – угловая часть оператора Лапласа. 
 
Вопросы для самоконтроля 
18 Какой оператор называют линейным эрмитовым оператором? 
19 Запишите уравнение собственного состояния оператора. 
20 В чем состоит свойство коммутации операторов? 
21 Запишите явный вид операторов 
x
pˆ  , 
2pˆ , Hˆ  , 
x
Lˆ  , 2Lˆ . 
 
Задачи  
1 Докажите эрмитовость операторов: 
x
pa ˆ)  ; ,б) Hˆ . 
2 Проверьте следующие правила коммутации: 
  ;0ˆ,) 
x
Lxa    б)    ;ˆ, ziLy
x
   в)   .ˆ, yiLz
x
  
3 Проверьте следующие операторные равенства: 
а) ;1
dx
d
xx
dx
d
  
б) 
dx
d
x
xdx
d
x 
12
-1; 
в) ;211
2
22
dx
d
dx
d
dx
d






  
г) ;21
2
2
2
2
dx
d
dx
d
xx
dx
d
x 





  
д) ;
21
2
22
dx
d
xdx
d
x
dx
d
x






 
е) .2
2
22
2
2
2
ду
д
дудх
д
дх
д
ду
д
дх
д






  
4 Проверьте следующие правила коммутации для гамильтониана Hˆ  в 
потенциальном поле  xU : 
  ;ˆ,ˆ)
x
p
m
i
xHa

   
б)   ;ˆ,ˆ
x
U
ipH
x


     
в)   .ˆ2ˆ,ˆ
2
2
22
x
U
p
x
U
ipH
xx





   
  
5 Найдите результат действия операторов 2
2
2
x
dx
d
 и 
2






x
dx
d
 на функции: а) cos 
x ; б) ех. 
6 Найдите собственные функции ψ и собственные значения следующих 
операторов: 
а) ,
dx
d
i  если ψ(х) = ψ(х+а), а – постоянная; 
б) ,
2
2
dx
d
 если ψ = 0 при х = 0 и l. 
7 Оператор .ˆˆ
22
 iAA  Докажите, что если операторы iAˆ  коммутируют с 
оператором Bˆ , то с ним коммутирует и оператор 2Aˆ . 
8 Оператор Â коммутирует с операторами Bˆ  и Cˆ . Можно ли отсюда 
заключить, что операторы Bˆ  и Cˆ  коммутативны? 
9 Найдите общую собственную функцию следующих операторов: 
 а) х и 
y
pˆ ; б) 
yx
pp ˆ,ˆ  и zpˆ . 
10 Докажите, что если оператор Â эрмитов, то его собственные значения 
вещественны. 
11 Найдите оператор, сопряженный с оператором: а) 
x
pxˆ ; б) 
x
piˆ . 
12 Докажите, что если операторы Â и Bˆ  эрмитовы и коммутирующие, то 
оператор BA ˆˆ  – эрмитов. 
13 Докажите, что если операторы Â и Bˆ  эрмитовы и некоммутирующие, то: а) 
оператор  BA ˆ,ˆ  не эрмитов; б) оператор  BAi ˆ,ˆ  – эрмитов. 
14 Докажите следующие правила коммутации: 
  ;0ˆ,ˆ) 
xx
pLa       б)    ;ˆˆ,ˆ
zyx
pipL           в)   .ˆˆ,ˆ
yzx
pipL   
15 Докажите, что  оператор   
x
pxˆ  является эрмитовым. 
16 Непосредственным вычислением убедитесь в ортогональности собственных 
функций оператора Hˆ  для частицы в одномерной прямоугольной потенциальной 
яме с абсолютно непроницаемыми стенками. 
17 Докажите, что оператор 
2Lˆ  коммутирует с оператором кинетической 
энергии Tˆ . 
18 Покажите для одномерного случая, что 
.*
*
2
dx
dx
d
dx
di
p
x  











 
19 Найдите собственные значения оператора Aˆ , принадлежащие собственной 
функции A , если 
2
2
2
ˆ x
dx
d
A  ,  
2
exp
2x
A
 . 
20 Покажите, что если операторы Aˆ  и Bˆ  линейные, то операторы BA ˆˆ   и BA ˆˆ  
также линейные. 
21 Докажите следующие коммутационные соотношения: 
а)      ;ˆ,ˆˆ,ˆ ii BABA  б)      .ˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ CABCBACBA   
  
22 Докажите, что если операторы Â и  Bˆ  коммутируют, то: 
а)      ;ˆˆˆˆˆˆ;ˆˆˆ2ˆˆˆ 22222 BABABABBAABA   
б)      .0ˆˆ,ˆˆ  BABA  
23 Докажите, что если коммутатор   ,1ˆ,ˆ BA  то  
а)   ;ˆ2ˆ,ˆ 2 BBA   б)   ;ˆ3ˆ,ˆ 23 BBA   в)    .ˆˆˆˆ2ˆ,ˆ 22 ABBABA  . 
24 Проверьте следующие равенства для коммутаторов: 
а)       ;0ˆ,ˆ,0ˆ,,ˆ, 
yxyx
pppxipx   
б)       ;ˆ2ˆ,,ˆ,
2
2
22
дх
fд
p
дх
дf
ipxf
дх
дf
ipxf
xxx
  . 
Здесь f(x) – произвольная функция координаты. 
25 Докажите следующие теоремы: а) если операторы Â и Bˆ  имеют общие 
собственные функции, то такие операторы коммутируют; б) если операторы Â и Bˆ  
коммутируют, то они имеют общие собственные функции (доказательство 
проведите в предположении об отсутствии вырождения). 
26 В некотором состоянии ψА система имеет определенное значение 
механической величины А. Имеет ли в этом состоянии определенное значение 
также и величина В, если соответствующие им операторы Â и Bˆ  коммутативны? 
27 Докажите, что если оператор Â эрмитов, то и оператор nAˆ  также эрмитов (n 
– целое, положительное число). 
28. Докажите, что если операторы Aˆ  и Bˆ  эрмитовы, то и операторы BA ˆˆ   и 
ABBA ˆˆˆˆ   также эрмитовы. 
29 Докажите, что оператор 
z
Lˆ  эрмитов. Доказательство проведите: а) в 
полярных и б) в декартовых координатах. 
30 Докажите эрмитовость оператора 
2Lˆ , имея в виду, что операторы yx LL
ˆ,ˆ  и 
z
Lˆ  эрмитовы. 
31 Пользуясь правилами коммутации, приведенными в задаче 14, покажите, 
что: 
а)   0ˆ,ˆ 2 
xx
pL ; б)  2ˆ,ˆ pL
x
 =0; в)   0ˆ,ˆ 22 pL
x
. 
32 Проверьте следующие правила коммутации: 
а)  
zyx
LiLL ˆˆ,ˆ  ; б)  
xzy
LiLL ˆˆ,ˆ  ; в)  
yxz
LiLL ˆˆ,ˆ  . 
33 С применением правил коммутации, приведенных в предыдущей задаче, 
покажите, что: 
а) оператор 
2Lˆ  коммутирует с операторами yx LL
ˆ,ˆ  и 
z
Lˆ ;  
б)   ,ˆ2ˆ,ˆ
z
LLL 

 где 
yx
LiLL ˆˆˆ 

 и 
yx
LiLL ˆˆˆ 

. 
34 Определите среднее значение механической величины, описываемой 
оператором 
2ˆ
z
L , в состоянии    2sinA . 
  
35. Функция состояния некоторой частицы имеет вид 
are
r
A / , где r  – 
расстояние этой частицы до силового центра; a  – некоторая постоянная. 
Используя условие нормировки, определите нормирующий множитель A .  
 
Примеры решения задач 
1 Проверить следующее равенство для коммутаторов:    .4ˆ,, 222 xpxx x   
Решение 
Основываясь на определении коммутатора, перепишем условие задачи 
следующим образом: 
       xxxppxxppxxpxx
xxxxx
222222222 4ˆˆˆˆˆ,,  .              (4.11) 
Воспользуемся выражением для оператора проекции импульса (4.6) и, 
поскольку в задаче рассматривается одномерный случай, заменим частную 
производную полной производной по координате x: 
dx
d
ip
x
ˆ . 
Тогда (4.11) приобретет вид: 
.4 2222 xxx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx  










































  
Найдём результат действия оператора, изображённого в левой части равенства, 
на одномерную функцию  x  : 











































 222 xx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx  











































  222 xx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx  
     


x
x
dx
d
dx
d
x
dx
d
dx
d
xx
dx
d
dx
d
dx
d
dx
d
xx
2
3222
4




























. 
Отсюда следует, что    xpxx x 222 4ˆ,,  , что и требовалось доказать. 
 
2 Непосредственным вычислением убедиться в ортогональности собственных 
функций оператора 
z
Lˆ . 
Решение 
Воспользуемся выражением (4.9) и запишем вид оператора 
z
Lˆ  в сферических 
координатах: 
d
d
iL
z
ˆ .                                            (4.12) 
Далее запишем уравнение собственного состояния этого оператора 
  
    
zz
LLˆ .                                      (4.13) 
Здесь 
z
L  – собственное значение оператора 
z
Lˆ ,    – собственная функция 
этого оператора.  
С учетом выражения (4.12) уравнение (4.13) приобретает вид:  
   


z
L
d
d
i . 
Решая это уравнение, получим собственную функцию с учетом условия ее 
нормировки в виде: 
  





 



z
L
iexp
2
1
.                               (4.14) 
Применим условие однозначности этой функции     2 , из 
которого получим собственное значение оператора 
z
Lˆ  в виде: 

lz
mL .                                           (4.15) 
Здесь ,...2,1,0 
l
m  – магнитное квантовое число. 
Тогда собственная функция приобретает вид: 
   


lm
im
l
exp
2
1
 .                                (4.16) 
Из формул (4.16) и (4.15) видим, что решением уравнения собственного 
состояния оператора 
z
Lˆ  является семейство собственных функций  
lm
 , 
отличающихся значением параметра 
l
m , и совокупность соответствующих 
собственных значений 
z
L . 
Запишем условие ортогональности функций (4.16) и, вычислив значение 
интеграла при условии 
ll
mm  , получим: 
    0
2
1 2
0
2
0
 








 deed ll
ll
miim
mm
, 
что является условием ортогональности собственных функций, соответствующих 
различным состояниям (с различными значениями магнитного квантового числа). 
3 Найти собственное значение оператора Aˆ , принадлежащее собственной 
функции 
A
 , если 2
2
2
ˆ x
dx
d
A  ,  2/exp 2xA  . 
 
Проведем преобразования в левой части равенства (4.18), после чего разделим 
обе части полученного уравнения на  2/exp 2x  и получим: 1a . 
Дано: 
2
2
2
ˆ x
dx
d
A  , 
 2/exp 2x
A
  
 
Решение 
Запишем уравнение собственного состояния оператора Aˆ : 
AA
aA  ˆ .                                   (4.17) 
С учетом явного вида оператора и его собственной 
функции уравнение (4.17)  запишем в виде: 
   2/exp2/exp 222
2
2
xaxx
dx
d






  .     (4.18) 
Найти: 
а – ?  
  
Ответ: 1a . 
4 Найти общую собственную функцию следующих операторов: 
x
pˆ  и 
2ˆ
x
p . 
Решение 
Запишем вид операторов проекции импульса частицы и ее квадрата: 
 
x
ip
x


 ˆ    , 
2
2
22ˆ
x
p
x


   .                           (4.19) 
Уравнения собственного состояния для этих операторов имеют вид:  
FpFp
xx
ˆ  ;                                       (4.20) 
FpFp
xx
 22ˆ ,                                         (4.21) 
где 
x
p  – собственное значение проекции импульса. 
Поскольку рассматриваемые операторы предполагают дифференцирование по 
координате x, собственная функция F может быть представлена в следующем виде: 
     xyzfzyxFF  ,,, .                          (4.22) 
Тогда уравнения (4.20) и (4.21) запишутся в одномерном виде:  
 
x
p
dx
d
i ,                                       (4.23) 
  2
2
2
2
x
p
dx
d
 .                                    (4.24) 
Решением уравнения (4.23) (с точностью до постоянного множителя) является 
функция  
   x
p
i x 







exp . 
Решение уравнения (4.24) записывается в виде: 
       













xx
p
ix
p
i expexp . 
Воспользуемся уравнением де Бройля и выразим проекцию импульса через 
соответствующую проекцию волнового вектора волны де Бройля: 
xx
kp . 
Тогда общее решение уравнений (4.23) и (4.24) с точностью до постоянного 
множителя можно представить следующим образом: 
  xik xex  . 
В соответствии с выражением (4.22) собственная функция операторов 
x
pˆ  и 
2ˆ
x
p  
запишется в виде: 
               xik xezyfzyxF  ,,,  
Ответ:     xik xezyfzyxF  ,,, . 
Тема 5 ЭЛЕКТРОННОЕ СТРОЕНИЕ СЛОЖНЫХ АТОМОВ  
 
9 Характеристика состояний отдельных электронов с помощью квантовых 
чисел 
10  Электронные оболочки, электронные слои атома и их заполнение, правила 
Клечковского 
11 Векторные модели сложения моментов импульса электронов и типы связи  
  
12 Состояния сложного атома, правила Хундта, термы атомов 
 
Основные понятия по теме 
В квантовой механике состояние электрона в поле ядра характеризуется 
четырьмя квантовыми числами: главным                    ( n  1, 2, 3, …), орбитальным  
( l  0, 1, 2, …, 1n ), магнитным   ( lm 0, ±1, ±2, …, ±l) и спиновым 
( 2/1sm ). Одноэлектронную собственную функцию атома ),,,( rslmnlm  
называют атомной орбиталью (АО). 
Совокупность атомных орбиталей (квантовых состояний), соответствующих 
определенному значению главного квантового числа n , образует так называемый 
электронный слой, который обозначается буквой или цифрой: 
 
Главное 
квантовое число, n  
 
1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
5 
 
… 
Обозначение 
слоя 
 
K 
 
L 
 
M 
 
N 
 
O 
 
… 
 
Совокупность атомных орбиталей, соответствующих определенному значению 
орбитального квантового числа l , формирует так называемую электронную 
оболочку, обозначаемую следующим образом: 
 
Орбитальное 
квантовое число, l  
 
0 
 
1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
… 
Обозначение 
оболочки 
 
s  
 
p  
 
d  
 
f  
 
g  
 
… 
 
Число lN  состояний, формирующих электронную оболочку с заданным l , 
рассчитывается по формуле  
)12(2  lN l ,                                        (5.1) 
так как число различных квантовых состояний при конкретном значении l  
определяется количеством возможных комбинаций значений чисел lm  и sm . 
Поскольку количество различных значений числа lm  составляет 12 l , и при 
каждом lm  возможны два значения sm , то число квантовых состояний 
)12(2  lN l . 
Рассуждая аналогично, можно определить количество квантовых состояний 
nN , формирующих  электронный слой: 




1
0
22)12(2
n
l
n nlN .                                    (5.2) 
Одноэлектронному атому при заданном значении n  соответствует 
определенной величины энергия ( n -й энергетический уровень). Данное значение 
энергии относится к 
22ngn   квантовых состояний (атомных орбиталей). В такой 
  
ситуации энергетический уровень называют вырожденным, а ng  является 
кратностью вырождения n -го уровня. 
При исследовании спектров установлено, что в многоэлектронных атомах 
энергия электронов зависит не только от главного квантового числа n , но и от 
орбитального квантового числа l , то есть происходит снятие вырождения по l . 
Снятие вырождения по орбитальному квантовому числу l  в многоэлектронных 
атомах является следствием взаимодействия между электронами. 
Основными принципами, лежащими в основе заполнения АО, являются 
следующие: 
1) в каждом квантовом состоянии может находиться не более одного электрона 
(принцип Паули); 
2) при заполнении электронной оболочки каждым последующим электроном 
получаемая при этом система частиц (атом) должна обладать минимальной 
энергией. 
Принцип минимальности энергии реализуется при выполнении следующих 
эмпирических правил: 
– правило Клечковского: заполнение оболочек электронами происходит в 
порядке возрастания суммы ln  , при этом состояния с одинаковым значением 
этой суммы заполняются, как правило, в порядке возрастания n . 
– правило Хунда: порядок заполнения электронами атомных орбиталей данной 
оболочки таков, что их суммарный спин имеет максимальное значение из 
возможных. 
Электронная конфигурация – это символическая запись, в которой указывается 
количество электронов на электронных оболочках атома, обозначения которых 
приводятся в порядке возрастания их энергии. Например, электронная 
конфигурация атома натрия ( 11Z ), находящегося в нормальном состоянии, 
имеет вид 
1622 3221 spss . 
Состояние сложного атома как целого характеризуют посредством 
рассмотренных ниже  физических величин. 
Суммарный орбитальный момент атома  равен: 

i
ilL

, 
где il

– орбитальный момент i -го электрона. Правило квантования 
2
L

 имеет вид:  
)1(2
2
 LLL 

.                                   (5.3) 
Квантовые состояния сложного атома в зависимости от значения орбитального 
квантового числа атома L  принято обозначать буквами: 
 
Значение квантового числа 
L  
 
0 
 
1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
… 
Обозначение состояния S  P  D  F  G  … 
 
Проекция zL  суммарного орбитального момента на ось OZ  квантуется по 
правилу 
Lz mL  .                                               (5.4) 
  
При заданном значенииL  квантовое число Lm  может иметь следующие 
значения: 
LLLLLmL  ,1...2,1, ,                       (5.5) 
то есть каждому значению L  соответствует  12 L  значений Lm . 
Суммарный спиновый момент атома  определяется выражением 

i
isS

, 
а квадрат его модуля вычисляется по формуле 
)1(2
2
 SSS 

.                                    (5.6) 
Спиновое квантовое число атома S  меняется через единицу и принимает либо 
целые (для атомов с четным числом электронов), либо полуцелые (в случае 
нечетного числа электронов в атоме) значения. 
Проекция zS  спинового момента атома  квантуется по правилу 
Sz mS  ,                                         (5.7) 
при этом квантовое число Sm  может иметь 12 S  значений: 
SSSSSmS  ,1,...,2,1, .                         (5.8) 
Полный электронный момент атома J

 равен векторной сумме орбитального и 
спинового моментов: 
SLJ

 , 
а квадрат его модуля квантован по правилу 
)1(2
2
 JJJ 

.                                   (5.9) 
Возможные значения квантового числа J  определяются условиями: 
SLSLSLSLJ  ,...2,1, .                    (5.10) 
Проекция zJ  полного момента атома на выделенное направление  квантуется в 
соответствии с формулой 
Jz mJ  ,                                          (5.11) 
а квантовое число Jm  принимает  12 J  значений: 
JJJJJmJ  ,1...2,1, .                            (5.12) 
Полный момент импульса i -го электрона iii slj

  характеризуется 
квадратом модуля 
)1(2
2
 iii jjj 

,                                   (5.13) 
при этом внутреннее квантовое число ij  может быть равным 
2/1 iiii lslj . 
Связь SL

 (или нормальная, или связь Расселя-Саундерса) имеет место, если 
пренебречь спин-орбитальным взаимодействием. 
В этом случае интегралами движения, то есть физическими величинами, 
характеризующими стационарное состояние атома, являются: суммарный 
орбитальный момент атома L

, суммарный спиновый момент атома S

 и их 
проекции zL  и zS . Поэтому состояние атома можно описать, задав значения 
четырех квантовых чисел: L, S, mL,, mS. Энергия атома в этом приближении зависит 
  
от значений квантовых чисел L  и S . Таким образом, оказывается, что в отсутствие 
спин-орбитального взаимодействия каждый энергетический уровень атома с 
заданными значениями L  и S  имеет кратность вырождения  )12)(12(  SL . 
Совокупность состояний атома, соответствующих заданным значениям L  и S , 
называется термом атома. Очевидно, что терм атома характеризует (в отсутствие 
спин-орбитального взаимодействия) определенный атомный энергетический 
уровень. 
Незначительное по величине спин-орбитальное взаимодействие обусловливает 
снятие вырождения (то есть расщепление) энергетического уровня по квантовому 
числу J . Таким образом, для характеристики энергетического уровня атома 
необходимо указать значения трех квантовых чисел: L, S, J. 
В спектроскопии принята следующая схема обозначения энергетических 
уровней: записывается буквенное обозначение квантового числа L ; в качестве 
нижнего индекса справа указывается значение J , а в качестве верхнего индекса 
слева – значение величины  
æ 12  S ,                                              (5.14) 
называемой спиновой мультиплетностью. Например, обозначение  2/3
2D  
относится к энергетическому уровню с  L = 2, S = 1/2, J = 3/2. 
Общая логическая схема определения полного момента атома при SL   – связи 
представляется следующими тремя уравнениями: 

i
ilL

,                                              (5.15) 

i
isS

,                                              (5.16) 
SLJ

 .                                             (5.17) 
При нахождении суммарных моментов импульса для сложных атомов 
необходимо учитывать, что суммарный орбитальный момент импульса полностью 
заполненной оболочки, а также суммарный спиновый момент импульса полностью 
заполненной оболочки равны нулю. Таким образом, при определении орбитального, 
спинового и полного моментов импульса сложного атома суммирование моментов 
импульса необходимо проводить только для электронов частично заполненных 
(валентных) оболочек. 
В соответствии с квантовомеханической теорией сложения моментов, 
абсолютные величины суммарных моментов импульса определяются значениями 
квантовых чисел L  и S , которые находятся следующим образом: 
21 llL  , 121  ll , 221  ll , …, 21 ll  ;                      (5.18) 
21 ssS  , 121  ss , 221  ss , …, 21 ss  .                  (5.19) 
Квантовые числа Lm  и Sm  определяются по формулам 



N
i
liL mm
1
;    


N
i
siS mm
1
.                                   (5.20) 
При этом необходимо исключать из рассмотрения те комбинации квантовых 
чисел, которые запрещены принципом Паули. 
 
Вопросы для самоконтроля 
  
22 Перечислите квантовые числа, посредством которых характеризуют 
состояние электрона в атоме, и укажите их возможные значения. 
23 Запишите правила квантования моментов орбитального, спинового и 
полного импульса электрона в атоме, а также проекций этих моментов на 
выделенное направление. 
24 В чем состоят правила Клечковского и Хундта? 
25 Поясните сущность векторной модели атома. 
 
Задачи  
1 Учитывая принцип Паули, определите максимальное число электронов, 
находящихся в электронных слоях, определяемых главным квантовым числом:  
а) n = 2; б) n = 3; в) n = 4. 
2 Заполненному электронному слою соответствует главное квантовое число 
n = 3. Определите число таких электронов в этом слое, у которых одинаковы 
следующие квантовые числа: а) 2/1sm ; б) 0lm ;               в) 1lm , 
2/1sm . 
3 Определите суммарное максимальное число s , p , d , f  и 
g электронов, которые могут находиться в N - и O-оболочках атома.    
4 Запишите квантовые числа, определяющие состояние валентного электрона 
в основном состоянии атомов: а) лития;  б) натрия;  в) калия. 
5 Электронная конфигурация некоторого химического элемента имеет 
вид: pspss 33221 2622 . Какой это элемент? 
6 Выпишите электронные конфигурации и найдите основной терм атомов: а) 
углерода и азота;  б) серы и хлора. Электронные конфигурации этих атомов 
соответствуют застройке оболочек в нормальном порядке. 
7 Найдите возможные значения полных механических моментов 
электронных оболочек атомов в состояниях: а) P4  ; б) D5 ;. 
8 Известно, что в P- и D-состояниях двух различных атомов число возможных 
значений квантового числа J одинаково и равно трем. Определите спиновый 
механический момент атомов в этих состояниях. 
9  Найдите угол между механическими моментами (спиновым и полным) в 
векторной модели атома:  
а) находящегося в состоянии D
3
 с максимально возможным значением 
полного механического момента;  
б) содержащего кроме заполненных оболочек три электрона (p, d и f) и 
имеющего максимально возможный для этой конфигурации полный 
механический момент. 
10  Атом находится в состоянии F
4
, имея при этом максимально возможный 
полный механический момент. Определите кратность вырождения этого состояния 
по J. Каков физический смысл полученной величины? 
  
11 Система состоит из d –электрона и атома в 2/3
2P -состоянии. Найдите 
возможные спектральные термы этой системы.  
12 Определите, какие из указанных ниже переходов запрещены правилами 
отбора: 
;2/3
2
2/1
2 PS   ;2/1
2
1
3 SP   2/1
2
2/3
2 PD  ; 
;2/1
2
2/5
2 PD   2/3
2
2/7
2 DF  . 
13 Определите кратность вырождения следующих термов: ;2/3
2D  ;3
2F  F1 . 
14  Пользуясь Периодической системой элементов                            Д. И. 
Менделеева, запишите электронную конфигурацию следующих атомов в основном 
состоянии: неона, аргона, криптона. 
15  Электронная конфигурация некоторого химического элемента в основном 
состоянии имеет вид: 
10162622 3433221 dspspss . Какой это элемент? 
16  Определите порядковый номер элемента, у которого в основном состоянии 
заполнены K , L , M -слои, а также s4 оболочка. 
17 Запишите возможные термы атомов, содержащих, кроме заполненных 
оболочек: а) два электрона – s и p;  б) два электрона –         p и d; в) три электрона – 
s, p, d. 
18  Сколько различных типов термов возможно для двухэлектронной системы, 
состоящей из p- и d-электронов? 
19 Пользуясь правилами Хунда, определите основной терм атома, электронная 
конфигурация частично заполненной оболочки которого:  а) 
2nd ;  б) 
3nd . 
20 Определите основной терм атома, незамкнутая оболочка которого 
заполнена ровно наполовину пятью электронами. 
21  Найдите кратность вырождения основного состояния атома, электронная 
конфигурация частично заполненной оболочки которого 6nd . 
22  Определите возможные типы термов атома, электронная конфигурация 
частично заполненной оболочки которого  
3np . 
23 Рассмотрите частные примеры и убедитесь, что две электронные 
конфигурации, у одной из которых столько эквивалентных электронов, сколько не 
хватает другой для заполнения оболочки, имеют одинаковые наборы возможных 
типов термов: а) 
1p  и 5p ; б) 2p  и 4p ; в) 
1d  и 
9d . Объясните этот факт. 
24 Определите максимально возможный орбитальный механический момент 
атома, находящегося в состоянии, мультиплетность которого равна пяти и 
кратность вырождения по  J  – семи. Укажите спектральный символ этого 
состояния. 
25 Выпишите возможные типы термов для следующих электронных 
конфигураций: а) 
21 ', pnns ;  б) 
21 ', pnnp .  Здесь 'nn  . 
26 Определите возможную мультиплетность: а) терма 2/3D ;              б) 
термов атомов лития, бериллия, бора и углерода, если возбуждаются только 
электроны внешних незамкнутых оболочек. 
  
27 Найдите максимально возможный угол между спиновым и полным 
механическими моментами в векторной модели атома, находящегося в 
состоянии, мультиплетность которого равна трем и кратность вырождения по J – 
пяти. 
28 Определите число возможных состояний:  
а) атома с заданными значениями квантовых чисел L и S;  
б) двухэлектронной системы из p- и d-электронов; 
в) электронной конфигурации 
3nd . 
29  Определите возможные значения квантового числа J  электронной 
системы, для которой: а) S =2 и L=1; б) S =1 и L=3. Найдите возможные 
значения полного момента импульса системы и постройте соответствующие 
векторные диаграммы. 
30 Найдите возможные значения угла между спиновым моментом импульса и 
полным моментом одноэлектронной системы, состоящей из d-электрона. 
31 Спиновый момент импульса двухэлектронной системы определяется 
квантовым числом S = 1. Найдите угол между спиновыми моментами импульса 
обоих электронов.  
 
Примеры решения задач 
1 Найдите максимально возможное значение полного механического момента 
атома в F5 - состоянии. 
 
терма F
5
 значения квантового числа J  в соответствии с выражением (5.10), для 
чего предварительно, пользуясь формулой (5.14), найдем значение спинового 
квантового числа S : 2S ; J = 5, 4, 3, 2, 1.  
Видим, что 5max J . Подставляя полученное значение в формулу (5.9), 
получим: 
  ).(1075,548,5155 34max сДжJ 


 
Ответ: ).(1075,5
34
max сДжJ 


 
2 Определите возможные типы термов атома, электронная конфигурация 
частично заполненной оболочки которого 
2np . 
Дано: 
æ=5 
3L  
Решение 
Для того, чтобы найти максимально возможное 
значение полного момента импульса атома, воспользуемся 
правилом квантования (5.9) при значении  maxJJ  .  
Определим  все   возможные  для  
Найти: 
?J

 
  
 
По условию задачи состояние атома определяется состояниями двух 
электронов, для которых 
2
1
21  ss ;  121  ll . В соответствии с (5.5), (5.8) 
квантовые числа, характеризующие проекции спинового и орбитального моментов 
электронов, имеют значения: 
.1;0;1
;
2
1
;
2
1
21
21


ll
ss
mm
mm
 
Воспользуемся векторной моделью атома в приближении SL   связи (5.15) 
– (5.17) и в соответствии с (5.20) определим квантовые числа Lm  и Sm , 
характеризующие проекции орбитального и спинового моментов атома. Для 
большей простоты и наглядности составим таблицу возможных состояний 
отдельных электронов в атоме с учетом принципа Паули, обозначив состояние с 
ms = +1/2 (↑), а состояние с ms = –1/2 (↓). 
 
ml ms 
+1 
0 
–1 
↑ 
↑ 
– 
↑ 
– 
↑ 
– 
↑ 
↑ 
↑ 
– 
↓ 
↑ 
↓ 
– 
– 
↑ 
↓ 
↑↓ 
– 
– 
– 
↑↓ 
– 
– 
– 
↑↓ 
mS 1 1 1 0 0 0 0 0 0 
mL +
1 
0 –
1 
0 +1 –
1 
+2 0 –2 
№ 
столб
ца 
 
1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
5 
 
6 
 
7 
 
8 
 
9 
 
Видим, что столбцы 5 – 9 соответствуют состояниям атома, 
характеризующимся значениями квантовых чисел 0S ; 2L . Обозначение 
соответствующего терма D
1
. 
Столбец 4 соответствует состоянию атома, характеризующемуся значениями 
квантовых чисел 0S ; 0L . Обозначение соответствующего терма S
1
. 
Дано: 
2np  
Решение 
Для того, чтобы найти возможные термы атома, 
необходимо определить значения спинового квантового 
числа атома S  (при этом появится возможность найти 
мультиплетность æ 12  S ), а также орбитального 
квантового числа L .  
Найти: 
æ
L -? 
  
Столбцы 1 – 3 соответствуют состояниям атома, характеризующимся 
значениями квантовых чисел 1S ; 1L . Обозначение соответствующего 
терма P3 . 
Ответ: D1  , S
1
 , P3 . 
 
3 Найдите возможные значения угла между спиновым и орбитальным 
моментами импульса двухэлектронной системы, если ее полному механическому 
моменту соответствует квантовое число J = 2. 
 
   Дано: 
    J = 2 
   N = 2 
 
Найти: 
    φ - ? 
Решение 
 
Для того, чтобы найти возможные значения  , построим 
векторную модель атома (рисунок 5.1) и вычислим модули 
полного, орбитального и спинового моментов импульса 
атома. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В соответствии с формулами (5.3), (5.6), (5.9) квадраты модулей 
орбитального L

 спинового S

 и полного J

 моментов импульса сложного атома 
квантуются следующим образом: 
)1(2
2
 LLL 

;                                     (5.3) 
)1(2
2
 SSS 

;                                     (5.6) 
)1(2
2
 JJJ 

.                                     (5.9) 
Воспользуемся векторной моделью, изображенной на рисунке 5.1, и, применяя 
теорему косинусов, запишем: 
cos2
222
SLSLJ

 , 
J

 
L

 
S

 
φ 
Рисунок 5.1 – Векторная 
модель атома 
  
Откуда с учётом формул (5.3), (5.6) и (5.9)получим: 
     
   112
111
arccos



SSLL
SSLLJJ
 .                 (5.21) 
Поскольку в задаче рассматривается двухэлектронная система, её спиновое 
квантовое число может принимать значения .1,0S  Но поскольку идёт речь об 
угле между векторами орбитального и спинового моментов, очевидно, что 
рассматриваются только состояния с квантовым числом S = 1. Далее воспользуемся 
формулой (5.10) и, исходя из того, что 2J , S = 1, определим возможные 
значения орбитального квантового числа: L = 1, 2, 3. Следовательно, при заданных 
условиях рассматриваемый атом может находиться в следующих состояниях:  
1) L=1, S=1, J=2; 
2) L=2, S=1, J=2; 
3) L=3, S=1, J=2. 
Для каждого из этих состояний, используя соответствующий им набор значений 
квантовых чисел L, S, J, в соответствии с формулой (5.21) определим значения угла 
 : 
 60° (S = 1, L = 1); 107° (S = 1, L = 2); 153° (S =1, L = 3). 
Ответ:   60° (S = 1, L = 1); 107° (S = 1, L = 2); 153° (S = 1, L = 3). 
Тема 6 ЭЛЕКТРОННОЕ СТРОЕНИЕ И СПЕКТРЫ АТОМОВ 
ЩЕЛОЧНЫХ МЕТАЛЛОВ; ТОНКАЯ СТРУКТУРА 
СПЕКТРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ  
 
1 Модель эффективного ядра 
2 Экранирование валентного электрона, квантовый дефект 
3 Сериальные закономерности в спектрах атомов щелочных металлов  
4 Дублетная структура спектральных линий атомов щелочных металлов 
5 Тонкая структура энергетических уровней и спектральных линий 
водородоподобных систем 
 
Основные понятия по теме 
В многоэлектронных атомах энергия электронов зависит не только от главного 
квантового числа n , но и от орбитального квантового числа l , то есть происходит 
снятие вырождения по l . Снятие вырождения по l  в многоэлектронных атомах 
является следствием взаимодействия между электронами. 
Состояния, отличающиеся только значениями магнитного квантового числа m , 
в отсутствие внешнего магнитного поля изоэнергетичны, то есть имеет место 
вырождение по m . 
Связь SL

  (или нормальная, или связь Рассела-Саундерса) имеет место, если 
спин-орбитальное взаимодействие пренебрежимо мало. В таких условиях 
интегралами движения, то есть физическими величинами, характеризующими 
стационарное состояние атома, являются: суммарный орбитальный момент атома 
L

, суммарный спиновый момент атома S

 и их проекции zL  и zS . Поэтому 
состояние атома можно описать, задав значения четырех квантовых чисел: L, S, mL,, 
mS. Энергия атома в этом приближении зависит от значений квантовых чисел L  и 
S . Таким образом, оказывается, что в отсутствие спин-орбитального 
  
взаимодействия каждый энергетический уровень атома с заданными значениями L  
и S  имеет кратность вырождения  )12)(12(  SL .  
Электронные конфигурации атомов щелочных металлов в основном состоянии 
таковы: 
:3 Li      112 221 sHess  ; 
:11Na     11622 33221 sNespss  ; 
:19 K      1162622 4433221 sArspspss   
и т. д. Общей закономерностью электронного строения атомов этой группы 
является то, что совокупность )1( Z  электронов полностью заполняет внутренние 
оболочки атома (это соответствует электронной конфигурации атома инертного 
газа из предыдущего периода системы Д.И. Менделеева), а один электрон 
(валентный) расположен в ns -оболочке. Электроны внутренних оболочек с общим 
отрицательным зарядом eZ )1(   вместе с ядром, положительный заряд которого 
Ze , образуют устойчивый «остов» атома с суммарным зарядом e . В поле этого 
остова, называемого также эффективным ядром, движется валентный 
(оптический) ns-электрон. 
Следует обратить внимание и на существенное отличие атома щелочного 
металла от атома водорода. В атоме водорода единственный электрон, состояние 
которого полностью определяет состояние атома, движется в поле, создаваемом 
ядром. Поскольку линейные размеры ядра (~10 -13 см) во много раз меньше 
расстояния между электроном и ядром (~10 -8 см), то заряд ядра можно считать 
точечным, а создаваемое им поле – кулоновским (потенциальная энергия электрона 
rZeU /2 , 
04
1

  ). В атоме щелочного металла поле создается остовом, 
линейные размеры которого сравнимы с расстоянием от валентного электрона до 
ядра. 
Если валентный электрон находится далеко от ядра, то экранирующее действие 
оболочки является полным, заряд атомного остатка (эффективного ядра) равен 
заряду одной элементарной положительно заряженной частицы (протона) и атом 
щелочного металла в хорошем приближении подобен водородоподобной системе. 
В действительности внешний электрон может находиться вблизи экранирующей 
оболочки и даже «проникать» внутрь ее. Это приводит к неполному 
экранированию и ко всем последствиям, из-за которых спектры щелочных 
металлов существенно отличаются от спектров водорода и водородоподобных 
систем.  
Учет влияния экранировки внешнего электрона осуществляется введением или 
эффективного заряда aZZэфф   (а – постоянная экранирования), или так 
называемого эффективного квантового числа *n . В последнем варианте считают, 
что заряд ядра, действующий на электрон, равен +е, но вместо действительного 
  
значения главного квантового числа n  используют  nn* , где   – квантовый 
дефект, определяемый из формулы для потенциала ионизации. 
Решение уравнения Шрёдингера в дипольном приближении для атома 
щелочного металла с использованием модели эффективного ядра приводит к 
следующему выражению для собственных значений оператора Гамильтона:  
22
4
2
22
4
2
,
)(2*2 

n
me
n
me
E ln

 .                         (6.1) 
Эффективное квантовое число *n  отличается от главного квантового числа n  
на величину квантового дефекта *nn  , обусловленного отличием *l  от l , 
)2/1(
**
2
2
1


l
me
Cllnn

,                            (6.2) 
поэтому энергия электрона в атоме щелочного металла отличается от энергии 
электрона, находящегося на n -м уровне в атоме водорода. 
Существенно, что наименьшее из значений *n  всегда больше единицы; 
например, для Na   m i n*)(n  = 1,627, для Rb   m i n*)(n = 1,8 и т. д. Поэтому 
потенциалы ионизации и резонансные потенциалы щелочных металлов 
значительно меньше, чем у водорода. 
Наличием квантового дефекта обусловлено снятие вырождения энергетических 
уровней электрона по орбитальному квантовому числу l . Поскольку при  заданном 
n  орбитальное квантовое число принимает n  различных значений ( ,0l  1, 2, …, 
1n ), то степень вырождения по l  любого n -го уровня равна ngn  , то есть 
уровень nE  для атома щелочного металла расщепляется на n  компонент 
),(, lnEE ln  . 
С использованием  эффективного заряда ядра энергия атома может быть 
представлена в виде: 
22
42
2
,
2 n
emZ
E
эфф
ln

 .                                         (6.3) 
Совокупность состояний атома, соответствующих заданным значениям  L  и S , 
называется термом атома. Очевидно, что терм атома характеризует (в отсутствие 
спин-орбитального взаимодействия) определенный атомный энергетический 
уровень. Терм атома с одним валентным электроном имеет вид: 
22 )/(  nRZT , 
где Z – заряд ( в единицах e) остова атома, в поле которого движется внешний 
электрон; n – главное квантовое число;   – квантовый дефект. 
Незначительное по величине спин-орбитальное взаимодействие приводит к 
снятию вырождения (то есть к расщеплению) энергетического уровня по 
  
квантовому числу J . Таким образом, для характеристики энергетического уровня 
атома необходимо указать значения трех квантовых чисел: L, S, J. 
В спектроскопии принята следующая схема обозначения энергетических 
уровней: записывается буквенное обозначение квантового числа L ; в качестве 
нижнего индекса справа указывается значение J , а в качестве верхнего индекса 
слева – значение величины æ 12  S , называемой спиновой мультиплетностью. 
Например, обозначение  2/3
2D  соответствует энергетическому уровню с 
2/3,2/1,2  JSL . Переходы между состояниями атома, соответствующие 
различным спектральным сериям, для всех атомов щелочных металлов можно 
записать с использованием спектроскопических обозначений (таблица 6.1 ). 
 
Таблица 6.1 – Спектральные серии атомов щелочных металлов 
Название серии 
Символическая запись переходов между 
состояниями атома 
Главная серия 
npks ,  kn  , 1k , … 
Резкая серия nskp ,   1 kn , 2k , … 
Диффузная серия kdnp , kn  (кроме Li ), 1k , 2k ,…; 
здесь 2k  для Li , 3 для Na , 4 для K  
и т.д. 
Фундаментальная 
серия 
kfnd  ,   3n    для Li , Na , K ;  
4  – для Rb , 5 – для Cs , 6 – для Fr ;  
4k  для Li , Na , K , 
Rb
, 5 – для Fr  
 
При анализе спектров щелочных металлов, проведенном с использованием 
спектральных приборов с высокой разрешающей способностью, обнаружено, что 
каждая спектральная линия излучения расщепляется на две линии, то есть в 
действительности является дублетом.  
Наличие расщепления спектральных линий свидетельствует о том, что энергия 
атомов щелочных металлов зависит не только от главного ( n ) и орбитального ( l ) 
чисел, но и от некоторой дополнительной величины, приводящей к относительно 
небольшому по величине изменению энергии.  
Дополнительная энергия, возникающая при учете спина электрона и спин-
орбитального взаимодействия, может быть определена в рамках релятивистской 
квантовой механики с применением теории возмущений. 
Дираковская формула тонкой структуры уровней атома (иона) с одним 
электроном, то есть для водородоподобной системы имеет вид: 
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где Z – заряд ядра (в единицах e),  – постоянная тонкой структуры, n и j – 
квантовые числа (главное и полного момента). 
Энергия атома щелочного металла в стационарном состоянии при таком 
моделировании оказывается равной 
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Здесь α – постоянная тонкой структуры – безразмерная величина, образованная 
из фундаментальных физических постоянных: 
3
2
0 10)33(29735308,7
2

h
сe
 .Эта физическая постоянная используется 
также при характеристике электромагнитного взаимодействия элементарных 
частиц. В последней формуле 0  – магнитная постоянная. Обычно используется 
величина ).29(035987,1371   
Образовавшаяся в результате учета спин-орбитального взаимодействия 
структура энергетических уровней, называемая тонкой (мультиплетной) 
структурой, обусловливает наблюдаемую тонкую структуру спектральных линий. 
Совокупность линий, возникающих при переходах между компонентами тонкой 
структуры уровней nl  и '' ln  (переходы ''' jlnnlj ), называется мультиплетом. 
Относительные интенсивности компонентов мультиплета подчиняются 
следующему правилу сумм. Сумма интенсивностей всех компонентов мультиплета 
'LSJLSJ  , имеющих один и тот же конечный уровень 'J , пропорциональна 
статистическому весу этого уровня ( 1'2 J ). В соответствии с этим правилом 
отношение интенсивностей компонентов дублета, соответствующих переходам  на 
уровень J’ с уровней 1j  и 2j , равно ( )12 1 j  : ( 12 2 j ). Для главной серии оно 
равно 1 : 2. 
 
Вопросы для самоконтроля 
1 В чём состоит модель валентного электрона? 
2 Запишите электронную конфигурацию основного состояния атомов лития, 
натрия и калия. 
3 Какие спектральные серии наблюдаются в спектрах атомов щелочных 
металлов и каково их квантовое описание? 
4 Поясните механизм возникновения тонкой структуры энергетических 
уровней и спектральных линий атомов. 
 
Задачи  
1 Найдите энергию связи валентного электрона в основном состоянии атома 
лития, если известно, что длины волн головной линии резкой серии и её 
коротковолновой границы равны соответственно 0,813 и 0,349 мкм.  
2 Сколько спектральных линий, разрешенных правилами отбора, возникает при 
переходе атома натрия в основное состояние из состояния: а) 4S; б) 5P?  
3 Найдите расщепление уровня 4P атома калия, если известно, что длины волн 
компонентов дублета резонансной линии равны 769,898 и 766,491 нм. Сравните 
полученное значение с энергией резонансного перехода.  
4 Термы атомов и ионов с одним валентным электроном можно представить в 
виде 
22 /)( naZRT  , где Z – заряд ядра (в единицах e); a – поправка 
экранирования; n – главное квантовое число валентного электрона. Вычислите с 
применением этой формулы поправку a и квантовое число n валентного электрона 
  
в основном состоянии атома лития, если известно, что ионизационные потенциалы 
Li и Be+ равны соответственно 5,39 и 17,0 В и поправка a для них одинакова.  
5 При какой разрешающей способности спектрального прибора можно 
обнаружить тонкую структуру головной линии серии Бальмера атомарного 
водорода?   
6 Определите для ионов He+ число компонентов тонкой структуры и интервал 
между крайними компонентами головной линии серии:               а) Бальмера; б) 
Пашена. 
7 Определите первый потенциал ионизации и первый потенциал возбуждения 
атома натрия, у которого квантовые дефекты основного терма S3  и терма P3  
равны соответственно 1,37 и 0,88. 
8 Вычислите для иона 
Ве  квантовые дефекты S- и P- термов, а также длину 
волны головной линии резкой серии, если известно, что длины волн головной 
линии главной серии и её коротковолновой границы равны 321,0 и 68,8 нм.  
9 Головная линия резкой серии атомарного цезия представляет собой дублет с 
длинами волн 1469,5 и 1358,8 нм. Найдите интервалы (см
-1
) между компонентами 
следующих линий этой серии.  
10 Выпишите спектральные обозначения термов атома водорода для третьего 
электронного слоя (n = 3). Сколько компонентов тонкой структуры имеет уровень 
атома водорода с главным квантовым числом n?  
11 Выпишите электронную конфигурацию и обозначения возможных 
спектральных термов атома калия. Определите орбитальный, спиновый и полный 
механический момент, а также их проекции для атома калия в состоянии 2/3
24 Pp . 
12 Вычислите для иона Не+ интервалы (см-1) между: а) крайними компонентами 
тонкой структуры уровней с n = 2, 3 и 4; б) соседними компонентами тонкой 
структуры уровня с  n = 3. 
13  Вычислите разность длин волн для компонентов дублета линии      2P – 1S  
атомов водорода и ионов He+.  
14 У какого водородоподобного иона разность волновых чисел дублета 
головной линии серии Лаймана составляет  29,6 см-1? 
 
Примеры решения задач 
1 Вычислите квантовые дефекты S-, P- и  D- термов атома лития, если известно, 
что энергия связи валентного электрона в основном состоянии равна 5,39 эВ, 
первый потенциал возбуждения 1,85 В и длина волны головной линии диффузной 
серии 0,610 мкм. Какой из перечисленных термов наиболее близок к термам 
водородоподобных систем и чем это обусловлено? 
 
Дано: 
 Z  = 3; 
 свE  = 5,39 эВ; 
 1  = 1,85 В; 
   = 0,610 мкм 
 
Найти:  
S - ? P  - ?  D  - ? 
Решение 
 
На диаграмме энергетических уровней атома 
лития, построенной без соблюдения масштаба, 
покажем стрелками переходы, соответствующие 
условию задачи (рисунок 6.1). 
Энергия связи электрона равна модулю его 
энергии в основном состоянии: 
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Из этого выражения найдем квантовый дефект S–термов: 
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Переход в первое возбужденное состояние происходит с изменением энергии 
1E , которое можно выразить через первый потенциал возбуждения 
11 eE                                                     (6.7) 
и через энергии конечного и исходного состояний: 
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Комбинируя  формулы (6.5), (6.7) и (6.8), найдем квантовый дефект     P–термов: 
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Головная линия в диффузной серии спектра атома лития возникает при 
совершении электроном перехода между состояниями 3D и  3P, который 
сопровождается выделением энергии 
 
2
3
22
0
4
123
)3(
1
2)4( D
свPD
me
eEEE
hc





.               (6.10) 
Из формулы (6.10) выразим квантовый дефект D–термов: 
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По формулам (6.6), (6.9), (6.11) последовательно вычислим квантовые дефекты 
S–, P–, D–термов: 
3 
2 
1 
P  
D  S  
3D 
4P 
3P 
3S 
2S 
Рисунок 6.1 – Переходы между состояниями атома 
лития, соответствующие ионизации (1), достижению 
первого возбужденного состояния (2), излучению 
головной линии в диффузной серии (3) 
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Ответы: S2 = 0,41; P2 = 0,04; D3 =0,00. 
 
2 Сколько спектральных линий, разрешенных правилами отбора, возникает при 
переходе атома лития в основное состояние из состояния:   а)  4S; б) 4P?      
 
 Дано: 
 Z = 3; 
   4S; 
   4P 
   Найти: 
  N1 -?  N2 -? 
Решение 
Так как энергия щелочного атома зависит не только от 
энергии электростатического взаимодействия валентного 
электрона с ядром и валентного электрона с другими 
электронами атома, но    и    от    спин-орбитального   
взаимодействия,   то  
происходит расщепление энергетических уровней атома по орбитальному 
квантовому числу L и по квантовому числу полного момента  J.  
Число компонентов расщепления по орбитальному квантовому числу равно 
числу возможных значений орбитального квантового числа L (у атомов с одним 
валентным электроном оно равно значению главного квантового числа n). Число 
компонентов расщепления по J равно числу возможных значений этого квантового 
числа (у атомов с одним валентным электроном  2/1 LJ , и расщепление 
происходит на два подуровня).   
Рассмотрим сначала переходы, возможные в атоме лития в отсутствие спин-
орбитального взаимодействия. Руководствуясь правилами Клечковского, построим 
интересующие нас фрагменты диаграммы энергетических уровней атома лития. На 
рисунке 6.2 покажем переходы, которые разрешены при возвращении атома в 
нормальное состояние из состояния 4S, а на рисунке 6.3 – переходы, разрешенные 
при возвращении атома в нормальное состояние из состояния 4P. Показанные здесь 
переходы удовлетворяют правилам отбора по главному и орбитальному квантовым 
числам: n  - любое целое число; 1L ; 
На рисунке 6.2 видно, что при возвращении атомов лития в нормальное 
состояние из состояния 4S возможно шесть переходов, которым в спектре 
излучения будут соответствовать шесть спектральных линий. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
На рисунке 6.3 видно, что при возвращении атомов лития в нормальное 
состояние из состояния 4P в спектре излучения будет регистрироваться 12 
спектральных линий. 
Изобразим теперь на рисунках 6.4 и 6.5 фрагменты диаграммы энергетических 
уровней атома лития, учитывая их расщепление, обусловленное спин-орбитальным 
взаимодействием. На схемах покажем стрелками переходы, разрешенные 
правилами отбора ( n  – любое целое число; 1L ; 1J , 0; S  = 0) и 
сопровождающиеся излучением энергии. Терм основного состояния атома лития 
2/1
22 Ss . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
При сравнении рисунков 6.2 и 6.4 видим, что наличие спин-орбитального 
взаимодействия обусловливает удвоение числа линий в спектре, наблюдаемых при 
возвращении атома в основное состояние из состояния 4S. Таким образом, в 
рассматриваемой здесь ситуации будет регистрироваться шесть дублетных 
спектральных линий. 
 
Рисунок 6.3 – Схема переходов, разрешенных 
при возвращении валентного электрона в 
атоме лития  
из состояния 4P в нормальное состояние 2S 
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Рисунок 6.2 – Схема переходов, разрешенных 
при возвращении валентного электрона  
в атоме лития  
из состояния 4S в но мальное состояние 2S 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Сравнивая рисунки 6.3 и 6.5, видим, что переходам между каждой парой S-  и P-
термов соответствуют спектральные дублеты, а переходам между каждой парой P- 
и D-термов  – спектральные триплеты. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Таким образом, при учете спин-орбитального взаимодействия возвращение 
атомов лития из состояния 4P в состояние 2S будет сопровождаться излучением 27 
спектральных линий. Однако из-за малого различия в длинах волн спектральных 
компонентов, соответствующих переходам между P- и D-термами  при J 0 и 
3d 
2p 
4p 
3p 
Рисунок 6.5 – Схема возможных переходов электрона в атоме 
лития при возвращении в основное состояние из состояния 4P 
при наличии спин-орбитального взаимодействия  
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Рисунок 6.4 – Схема возможных переходов электрона в 
атоме лития при возвращении в основное состояние из 
состояния 4S при наличии спин-орбитального 
взаимодействия 
5s 
  
J –1, они не будут различимы спектральным прибором, и вместо триплетов 
будут регистрироваться дублеты. Таким образом, и в данном случае спин-
орбитальное взаимодействие проявится в условиях эксперимента удвоением числа 
спектральных линий – будет наблюдаться 12 дублетных спектральных линий. 
 
3 Рассчитайте длины волн компонентов тонкой структуры для головной линии 
серии Бальмера, соответствующей  атому водорода. 
 
 Дано: 
    Z = 1; 
    n = 2; 
    k = 3 
 
Найти: 
   ?nj  
Решение 
Запишем формулу тонкой структуры для энергетических 
уровней атома водорода: 
 











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

njnn
me
E jn
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1
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22
4
,


,                   (6.12) 
где m  – масса покоя электрона,   – постоянная тонкой структуры, n  –главное 
квантовое число, j  – внутреннее квантовое число (для электрона в атоме водорода 
оно может принимать значения 2/1l ). Вводя в данную формулу постоянную 
Ридберга, можно представить (6.12) в виде: 


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


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
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
njnn
R
E jn
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2/1
1
1
2
2,

,                         (6.13) 
где R  = 109677,576 см-1. 
Изобразим фрагмент диаграммы энергетических уровней для атома водорода, 
соответствующий рассматриваемой ситуации (рисунок 6.6), и укажем стрелками 
переходы, разрешенные правилами отбора:  ΔL = ±1,   ΔJ = 0; ±1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Вычислим по формуле (6.13) значения энергии (в шкале волновых чисел), 
соответствующие каждому из пяти подуровней тонкой структуры: 
850,274192/1,,2 E  см
-1
; 
3d5/2 
2s1/2,2p1/2 
2p3/2 
3s1/2,3p1/2 
3p3/2,3d3/2 
    
Рисунок 6.6 – Тонкая структура уровней для 
головной линии серии Бальмера атома водорода 
  
485,274192/3,2 E  см
-1
; 
639,121862/1,3 E  см
-1
; 
478,121862/3,3 E  см
-1
; 
423,121862/5,3 E  см
-1
. 
Вычислим разности этих величин, соответствующие переходам, указанным 
стрелками на рисунке 6.6, а затем вычислим значения длин волн (в нанометрах) для 
пяти компонентов тонкой структуры головной линии. Результаты вычислений 
сведём в таблицу 6.2. 
 
Таблица 6.2 – Волновые числа и длины волн компонентов тонкой 
структуры для головной линии серии Бальмера атома водорода 
 


1~  , см
-1  , нм 
15233,372 656,4534 
15233,211 656,4604 
15233,067 656,4660 
15233,007 656,4692 
15232,846 656,4761 
 
Тема 7 МАГНИТНЫЙ МОМЕНТ АТОМА; АТОМ 
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 
5 Связь орбитального и спинового моментов импульса электрона с 
соответствующими магнитными моментами 
6 Квантование орбитального и спинового магнитных моментов электрона и их 
проекций 
7 Простой эффект Зеемана и его квантовое описание  
8 Квантовая модель сложного эффекта Зеемана 
 
Основные понятия по теме 
Магнетизм атома обусловлен наличием магнитных моментов у электронов и у 
атомного ядра. Магнитное поле ядра обычно значительно слабее магнитного поля, 
создаваемого движением электронов, и поэтому здесь не учитывается.  
В соответствии с квантовомеханической моделью строения сложного атома 
модули суммарного орбитального L

, суммарного спинового S

, а также полного J

 
механических моментов атома квантуются в соответствии со следующими 
правилами: 
– орбитальный момент импульса атома 
)1(  LLL 

,                                      (7.1) 
где L  – орбитальное квантовое число атома; 
– спиновый момент импульса атома 
)1(  SSS 

,                                      (7.2) 
где S – спиновое квантовое число атома; 
– полный момент импульса атома 
  
)1(  JJJ 

,                                      (7.3) 
где J – полное внутреннее квантовое число. 
Проекции перечисленных моментов импульса атома квантуются соответственно  
по правилам: 
Lz
mL  ;           
Sz
mS  ;           
Jz
mJ  .  
При этом возможные значения магнитных квантовых чисел mL, mS, mJ 
принимают значения:  
LLLLm
L
 ,...,2,1, ;                               (7.4) 
SSSSm
S
 ,...,2,1, ;                               (7.5) 
JJJJm
J
,...,2,1,  .                                 (7.6) 
Поскольку электроны, образующие оболочку атома, не только имеют массу, 
но и заряжены, с их движением в оболочке связан не только орбитальный 
момент импульса L

, но и орбитальный магнитный момент атома 

:  
L

 ,                                                 (7.7) 
Множитель  
mc
e
2
                                               (7.8) 
называют гиромагнитным отношением. 
Здесь m масса электрона, e – его заряд. 
Правила квантования орбитального магнитного момента и его проекции 
можно записать формулами: 
 1
2
 LLL
mc
e
B


,                             (7.9) 
LBz
m  ,                                          (7.10) 
где 
mc
e
B
2

  – магнетон Бора. 
Спиновые магнитный и механический моменты атома связаны 
соотношением, аналогичным (7.7), однако  величина гиромагнитного 
отношения для спиновых моментов – магнитного и механического – 
определяется выражением 
mc
e
ГS  . Правила квантования спинового 
магнитного момента атома и его проекции аналогичны (7.9) и (7.10):  
 12  SSS
mc
e
BS


,                              (7.11) 
SBSz
m  2 .                                       (7.12)) 
Суммарный магнитный момент атома является векторной суммой его 
орбитального и спинового магнитных моментов:  
S




.                                           (7.13) 
Воспользуемся рисунком 7.1 и проанализируем векторную модель атома.  
  
В центрально симметричном электрическом поле атома вектор полного момента 
импульса J

 сохраняется как по величине, так и по направлению. Орбитальный L

 
и спиновый S

 моменты импульса сохраняются по величине, но периодически 
изменяют направление, совершая прецессию относительно направления вектора J

. 
Так как гиромагнитные отношения  Г и ГS  для орбитального и спинового 
движений различны, вектор суммарного магнитного момента 



 не параллелен 
вектору J

.  Таким образом, векторы магнитных моментов 

, 
S


, 



 также 
совершают прецессию относительно направления J

. В такой ситуации у вектора 



 будет сохраняться только проекция 
J
  на направление вектора J

.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Таким образом, атом во внешнем магнитном поле характеризуется не 
суммарным магнитным моментом 

, а «эффективным» полным магнитным 
моментом, модуль которого 
J
  квантован в соответствии с правилом: 
)1(  JJg
BJ
 ,                                    (7.14) 
 
Здесь  
)1(2
)1()1()1(
1



JJ
SSLLJJ
g                       (7.15) 
– фактор (множитель) Ланде. 
Эффектом Зеемана называется явление расщепления спектральных линий 
атомных систем, подверженных воздействию внешнего магнитного поля. Простой 
(нормальный) эффект Зеемана состоит в расщеплении спектральной линии на три 
компоненты, сложный (аномальный) эффект Зеемана состоит в расщеплении 
спектральной линии более, чем на три компоненты.  
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Рисунок 7.1 – Векторная модель атома 
 с учётом его магнитных свойств 
J  
  
Последовательное теоретическое описание эффекта Зеемана проводится в 
рамках квантовой механики, тогда как в классической электродинамике есть 
возможность описать только простой эффект (теория Лоренца). Причиной эффекта 
Зеемана, как объясняется в квантовой теории, является расщепление 
энергетических уровней атома, обусловленное взаимодействием магнитного 
момента атома с внешним магнитным полем. 
В слабом магнитном поле (когда спин-орбитальное взаимодействие 
существенно сильнее взаимодействия магнитного момента атома с внешним 
магнитным полем) дополнительная энергия, обусловленная магнитным 
взаимодействием атома с магнитным полем, определяется следующим образом:  
HE
zJH
 .                                       (7.16) 
Здесь 
zJ
  – проекция полного магнитного момента атома на направление 
напряженности внешнего магнитного поля H

. 
Поскольку величина 
zJ
 квантована по правилу 
JBJ
mg
z
  ,                                      (7.17) 
для дополнительной энергии получим 
gHmE
JBH
  .                                    (7.18) 
В сильном магнитном поле связь между орбитальным и спиновым магнитными 
моментами атома разрывается.  При этом энергия, обусловленная взаимодействием 
с внешним магнитным полем, определяется как аддитивная величина, равная 
сумме энергий взаимодействия с внешним магнитным полем каждого из 
магнитных моментов (орбитального и спинового) атома в отдельности: 
HHEEE
zz SLSHLHH
  .                      (7.19) 
Проекция орбитального магнитного момента атома 
zL
  и проекция спинового 
магнитного момента атома 
zS
  квантуются следующим образом:  
BLL
m
Z
  ,                                          (7.20) 
BSS
m
Z
 2 .                                        (7.21) 
Тогда 
HmmE BSLH )2(  .                                     (7.22) 
Наличие дополнительной энергии 
H
E  обусловливает расщепление 
(магнитную структуру) энергетических уровней атома. Это расщепление 
проявляется в спектре атома в виде расщепления его спектральных линий. Для 
определения частоты компонент магнитного расщепления спектральных линий 
необходимо воспользоваться правилами отбора для квантовых чисел  
S
m , 
L
m , 
J
m : 
0
S
m ;   0
L
m , 1 ;  0 Jm , 1  (кроме 00  JJ mm ). 
Частота компонент расщепления спектральной линии при эффекте Зеемана 
удовлетворяет соотношению: 
 
0
, 
где 0  – частота рассматриваемой спектральной линии в отсутствие магнитного 
поля,   – величина смещения компоненты расщепления относительно 0 . 
Величина смещения   определяется следующим образом: 
а) при сложном (аномальном) эффекте –  
  
ЛJJJJ
gmgm  )( ''''''  ,                                  (7.23) 
где 
''
J
m , '
J
m   и ''
J
g , '
J
g  – соответственно магнитные квантовые числа и множители 
Ланде исходного и конечного термов рассматриваемого перехода; 
б) при простом (нормальном) эффекте –  
0 , 
Л
 .                                           (7.24) 
Здесь 
mc
eH
Л


4
                                                (7.25) 
– частота ларморовой прецессии. 
Простой эффект Зеемана реализуется при изменении состояния атома: 
1) в результате синглет –  синглетных переходов; 
2) вследствие переходов с участием состояний, для которых S = 0        (J = L); 
3) при переходах с участием состояний, для которых L = 0 (J = S); 
4) в сильных магнитных полях. 
Сложный (аномальный) эффект Зеемана имеет место в слабых магнитных 
полях при совершении атомом любых переходов, кроме указанных в пп. 1 – 3. 
 
Вопросы для самоконтроля: 
26 Запишите правила квантования орбитального, спинового, полного моментов 
импульса электрона и атома. 
27 Что называется гиромагнитным отношением и чему оно равно для 
орбитального и для спинового движения? 
28 В чем состоит простой и сложный эффект Зеемана? 
29 При каких условиях имеет место простой эффект Зеемана? 
30 Как определяется дополнительная энергия, обусловленная взаимодействием 
атомной системы с внешним: а) сильным магнитным полем; б) слабым магнитным 
полем? 
 
Задачи  
1 Определите магнитный момент 
J
  для атомов, находящихся в состоянии D1 . 
Ответ выразите в магнетонах Бора 
B
 . 
2 Вычислите множитель Ланде для атомов с одним валентным электроном в 
состояниях S и  P.  
3  Определите возможные значения квантового числа mJ  и изобразите на 
схеме расщепление энергетических уровней атома в магнитном поле для 
состояний: а) S
2
;  б) 2/3
2P ;  в) 2/5
2D ; г) F1 .  
4 Найдите магнитный момент   и возможные значения проекции μZ атома в 
состоянии: а) F1 ;  б) 
2
3
2D  . 
5 Вычислите магнитный момент атома водорода в основном состоянии. 
6 Убедитесь, что магнитные моменты атомов в состояниях 
2
1
4D  и 
2
3
6G  равны 
нулю. 
  
7 Постройте схему возможных энергетических уровней и переходов в слабом 
магнитном поле между состояниями атома, определяемыми следующими термами: 
а) SP 2
2/1
2  ;   б)
2/3
2
2/3
2 PD  . 
8 Валентный электрон атома натрия находится в состоянии с главным 
квантовым числом  n = 3, имея при этом максимально возможный полный 
механический момент. Каков его магнитный момент в этом состоянии?   
9 Вычислите смещение   спектральных линий при аномальном эффекте 
Зеемана при переходе атома из состояния, определяемого термом 
2/1
2P , в 
состояние, которому соответствует терм 
2/1
2 S . Выразите искомую величину в 
единицах нормального (лоренцева) смещения BB


  .   
10 Найдите минимальную разрешающую способность R =  /  спектрального 
прибора, с применением которого удастся разрешить зеемановскую структуру 
спектральной линии натрия с длиной волны  589 нм (
2
1
2
2
3
2 SP  ) в магнитном 
поле с напряженностью     Н = 2 кЭ. 
11 Изобразите схему возможных переходов в слабом магнитном поле и 
вычислите смещения (в единицах Н
B
 ) зеемановских компонент спектральной 
линии, возникающей при переходах: а) 
2
3
2
2
3
2 PD  ;               б) 
2
3
2
2
5
2 PD  . 
12 Вычислите множитель Ланде для атомов, находящихся в синглетных 
состояниях.   
13 Определите возможные значения магнитного момента атома в состоянии P4 . 
14 Найдите полный механический момент атома в состоянии с S = 3/2 и L = 2, 
если известно, что магнитный момент его равен нулю.   
15 Атом находится в состоянии 
2/3
2D . Найдите число возможных проекций 
магнитного момента на направление внешнего поля и вычислите (в магнетонах 
Бора) максимальное значение проекции 
maxzJ
 .  
16 Атом в состоянии 
2/3
2P  находится в слабом магнитном поле,  индукция 
которого B = 1,0 кГс. Пользуясь векторной моделью атома, найдите угловую 
скорость прецессии полного механического момента этого атома.   
17 Какой эффект Зеемана (простой, сложный) реализуется в слабом магнитном 
поле для спектральных линий, обусловленных следующими переходами: а) 
SP 11  ;   б) 2/3
2
2/5
2 PD  ;   в) 0
3
1
3 PD  ;   г) 4
5
5
5 HI  ? 
18 Определите спектральный символ синглетного терма атома, если полная 
ширина расщепления этого терма в слабом магнитном поле, индукция которого B = 
3,0 кГс, составляет E = 104 мкэВ.   
19 Известно, что спектральная линия   = 612 нм атома обусловлена переходом 
между синглетными термами. Вычислите интервал   между крайними 
компонентами этой линии в магнитном поле, индукция которого B  = 10,0 кГс.  
20 Найдите минимальное значение индукции магнитного поля, при котором 
спектральным прибором с разрешающей способностью 
5100,1 


 можно 
разрешить компоненты спектральной линии                  = 536 нм, обусловленной 
  
переходом между синглетными термами. Наблюдение ведут в направлении, 
перпендикулярном магнитному полю.  
21 Некоторая  спектральная линия, обусловленная  переходом  в состояние 
2/1
2 S , в слабом магнитном поле расщепилась на шесть компонент. Напишите 
спектральный символ исходного терма.  
22 Длины волн дублета желтой линии натрия ( SP 22  ) равны      589,59 нм и 
589,00 нм. Найдите:  
а) отношение энергетических интервалов между соседними подуровнями 
зеемановского расщепления термов 
2/3
2P  и 
2/1
2P  в слабом магнитном поле;  
б) индукцию магнитного поля, при которой интервал между соседними 
подуровнями зеемановского расщепления терма 
2/3
2P  будет в 50 раз меньше 
естественного расщепления терма P2 .  
23 Изобразите схему возможных переходов в слабом магнитном поле между 
термами 
2/3
2P  и 
2/1
2 S . Вычислите в с-1 смещения зеемановских компонент этой 
линии в магнитном поле индукцией 4,5 кГс.  
 
Примеры решения задач 
1 Определить возможные значения магнитного момента атома в состоянии P4 . 
Результат выразить в магнетонах Бора. 
 
Из обозначения заданного терма следует, что 
2
3,1  SL . Возможные 
значения квантового числа J  составляют следующий набор: 
.
2
1,
2
3,
2
5...,,1,  SLSLSLJ  
Воспользуемся формулой (7.15) и определим возможные значения фактора 
Ланде gJ. 
При 
2
1
1
J  получим: 
3
8
1
g . Значению
2
3
2
J  соответствует 
15
26
2
g . При 
2
5
3
J  найдем: 
5
8
3
g . 
Подставляя полученные пары значений 
ii
gJ ,  (i =1, 2, 3) в формулу (7.14), 
получим следующие значения магнитного момента атома: 
BJ

3
4
1
  ;    
BJ

15
13
2
 ;   .
BJ

5
74
3
 . 
Ответы: 
B

3
4
, 
B

15
13
, 
B

5
74
. 
Дано: 
P4  
Решение 
Возможные значения магнитного момента атома определяются 
в соответствии с выражением (7.14). Найдем значения квантовых 
чисел JSL ,,  и вычислим значения фактора Ланде.  
Найти: 
J
 -? 
  
2 Построить схему возможных переходов SP 2
2/3
2   между энергетическими 
уровнями атома, соответствующими указанным термам в слабом магнитном поле.  
Решение 
Для того чтобы получить информацию о возможных квантовых переходах 
атомов, подверженных воздействию внешнего магнитного поля, необходимо 
предварительно определить характер магнитной структуры исходного (
2/3
2P ) и 
конечного ( S2 ) состояний. Причиной расщепления энергетических уровней 
является наличие дополнительной энергии 
H
E , которая соответствует 
взаимодействию магнитного момента атома, находящегося в данном состоянии, с 
внешним магнитным полем напряженностью H

. Если магнитное поле слабое, 
величина этой дополнительной энергии определяется по формуле, следующей из 
(7.16) после учета (7.17): 
gHmE
JBH
 . 
Определим (в единицах H
B
 ) возможные значения квантового числа 
J
m , 
фактора Ланде g  (7.15) и выразим величину 
H
E  (7.18) для исходного и 
конечного термов. Для удобства занесем полученные результаты в таблицу 7.1. 
Двумя различными по знаку и одинаковыми по величине дополнительными 
энергиями обусловлено расщепление энергетического уровня, 
соответствующего состоянию S2 , на две компоненты. Энергетический 
уровень
2/3
2P  из-за возможности четырех различных добавок к энергии 
расщепится на четыре компоненты (рисунок 7.2). 
 
Таблица 7.1 – Значения параметров, определяющих положение  
уровней энергии атома в слабом магнитном поле 
 
Символическое 
обозначение 
терма 
J
m  gJ 
 
)(, HE
BH

 
S2  
2
1
  
1 
2
1
  
 
2/3
2P  
.
2
1
,
2
3


 
 
3
4
 
 3
2
,
3
6


 
 
Возможные энергетические переходы определяются в соответствии с 
правилами отбора 1,0  Jm  и изображены на рисунке 7.2 вертикальными 
стрелками. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 Убедиться, что магнитный момент атома в состоянии 
2/1
4D  равен нулю. 
Интерпретировать этот факт на основе векторной модели атома. 
Решение 
Определим значение «эффективного» магнитного момента атома в соответствии 
с формулами (7.14) и (7.15). Расшифровывая спектроскопическое обозначение 
состояния атома, найдем значения квантовых чисел: 
2
1,
2
3,2  JSL . 
Подставив эти значения в формулу (7.15), получим значение фактора Ланде 0g . 
Следовательно, и магнитный момент атома в соответствии с формулой (7.14) также 
равен нулю.  
Воспользуемся рисунком 7.1 и проанализируем векторную модель строения 
атома в данном состоянии. Поскольку модули векторов моментов импульса 
JSL

,,  определяются значениями квантовых чисел JSL ,,  (формулы (7.1) – 
(7.3)), то ясно, что при 
2
1,
2
3,2  JSL  векторы L

 и S

 расположены под 
тупым углом. Значение этого угла можно определить, применяя теорему 
косинусов: 



108
2
arccos
222




SL
SLJ
SL . 
На рисунке 7.3 выполним векторные построения с учётом формул (7.9), (7.11), а 
также правил квантования (7.1) – (7.3). 
H=0                                    H0 
mJ     mJgJ 
 
3/2    6/3 
1/2    2/3 
-1/2   -2/3 
-3/2   -6/3 
 
 
 
 
1/2       1 
 
-1/2     -1 
2
P3/2 
 
 
 
 
 
 
2
S1/2 
Рисунок 7.2 – Схема переходов между состояниями  
2
Р3/2  и 
2
S, возможных  в слабом магнитном поле 
  
Равенство нулю полного магнитного момента атома 
J


 означает, что вектор 
суммарного магнитного момента 



 составляет с вектором J

 прямой угол. Тогда 
вследствие прецессии вектора 



 вокруг направления J

 при усреднении его по 
времени получаем равное нулю значение полного магнитного момента. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Таким образом, в состоянии 4D1/2 магнитный момент атома, действительно, 
равен нулю. 
Тема 8 ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ РЕНТГЕНОВСКОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ АТОМОВ 
И ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ РЕНТГЕНОВСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С ВЕЩЕСТВОМ  
 
9 Структура рентгеновского спектра испускания атомов 
10 Квантовая трактовка рентгеновских спектров атомов 
11 Ослабление рентгеновского излучения веществом 
12 Коэффициент ослабления 
 
Основные понятия по теме 
Для установления деталей строения атома (в частности, распределения 
электронов по оболочкам) большое значение имели данные о спектрах 
рентгеновского излучения. 
Рентгеновское излучение возникает в процессе бомбардировки веществ 
потоками электронов с большой кинетической энергией. Торможение электронов 
при столкновении с анодом рентгеновской трубки и их взаимодействие с 
веществом сопровождаются рентгеновским излучением. Различают сплошной и 
линейчатый рентгеновский спектр излучения (рисунок 8.1). 
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Рисунок 7.3 – Векторная модель 
атома к примеру 3 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Положение острых максимумов интенсивности зависит только от природы 
вещества анода. Совокупность длин волн, соответствующих отмеченным 
максимумам интенсивности, составляет линейчатый рентгеновский спектр (спектр 
характеристического рентгеновского излучения) вещества анода. Характер 
непрерывного (сплошного) спектра совершенно не зависит от вещества анода, а 
зависит только от кинетической энергии бомбардирующих электронов. 
Непрерывный спектр соответствует излучению самих электронов при их 
торможении (так называемое тормозное излучение). По этой причине сплошной 
рентгеновский спектр называют иногда тормозным спектром или спектром 
торможения. 
При торможении электрона лишь часть его энергии излучается в виде кванта 
рентгеновского излучения. Чем большая доля энергии теряется при торможении, 
тем больше частота возникающего кванта. Если вся кинетическая энергия 
электрона переходит в энергию кванта, то выполняется соотношение  
eVh 
0
 ,                                                  (8.1) 
где h  – постоянная Планка, 
0
  – частота, соответствующая границе сплошного 
рентгеновского спектра, е – модуль заряда электрона, V  – разность потенциалов 
между катодом и анодом рентгеновской трубки. Граничная длина волны λо 
(рисунок 8.1) равна 
eV
chc

0
0

 ,                                               (8.2) 
где с – скорость света в вакууме. 
Характеристический спектр рентгеновского излучения состоит из отдельных 
линий вследствие квантовой природы его: каждая линия рентгеновского спектра 
возникает в результате перехода атома из одного энергетического состояния в 
другое, а частота излучения определяется по правилу частот Бора: 
21 nn
EEh  .                                                (8.3) 
0                     1      2                                  
λ                
I 
Рисунок 8.1 –Типичная кривая распределения 
интенсивности в рентгеновском спектре 
  
Формулу для вычисления энергии электрона, расположенного в одной из 
внутренних оболочек атома, можно представить в виде  
2
2
)(
nn
aZ
n
Rhc
E  ,                                       (8.4) 
где R – постоянная Ридберга, a – постоянная экранирования (
n
a <<Z ), n – главное 
квантовое число, соответствующее состоянию электрона, Z –порядковый номер 
элемента в Периодической системе элементов               Д. И. Менделеева.  
Частота излучения, которое соответствует кванту, испущенному при переходе 
электрона из состояния n1 в свободное состояние на внутренней оболочке n2, 
определяется по формуле Мозли: 
2
2
2
2
2
1
)()(
21
12
nn
nn
aZ
n
Rc
aZ
n
Rc
h
EEс




 .                        (8.5) 
Общий вид рентгеновского терма, как следует из (8.5), может быть 
представлен следующим образом: 
2
2)(
)(
n
aZR
nT n

 .                                               (8.6) 
Из (8.6) следует соотношение 
)(
1
n
aZ
nR
T
 .                                                 (8.7) 
Это равенство является математическим выражением закона Мозли, открытого 
экспериментально: корни квадратные из рентгеновских термов линейно зависят от 
порядкового номера элемента Z. 
Линии характеристического рентгеновского спектра можно объединить в серии. 
Если при этом электрон выбит из K –оболочки (n = 1), то в рентгеновском спектре 
испускания наблюдается K-серия, из L-оболочки            L –серия и т.д. 
Для Kα –линий (для них a1 = 1, 
4
3
2
1
1
111
222
2
2
1

nn
) формулу Мозли (8.5) 
можно представить в виде: 
2)1('
4
3
 ZR
K
   или  
2)1(
4
31
 ZR
K

,                             (8.8) 
где   R = 10973731,534(13) м-1 7101,1   м-1,  161007,2'  RcR  с-1.  
Энергия фотона K –линии рентгеновского излучения 
2)1(
4
3
 Z
iK


,                                             (8.9) 
где i  – энергия ионизации атома водорода. 
Линии испускания в рентгеновских спектрах возникают в результате 
переходов между рентгеновскими уровнями с учетом обычных правил отбора: 
1L ,   0J , 1 ,                                             (8.10) 
  
где L – полное орбитальное, J – полное внутреннее квантовые числа,  
содержащиеся в законах квантования соответственно полногл орбитального и 
полного момента атома. Рентгеновские спектры поглощения (на рисунке 8.2 τ – 
коэффициент поглощения) состоят из нескольких полос с резким длинноволновым 
краем.  
Рентгеновские спектры поглощения и спектры испускания не обладают 
подобием (иначе говоря, отсутствует обратимость спектров излучения и 
поглощения). 
Интенсивность I рентгеновского излучения, прошедшего слой вещества 
толщиной x, определяется соотношением 
xeII  
0
,                                                  (8.11) 
где Io – интенсивность рентгеновского излучения, вошедшего в вещество. 
Линейный коэффициент ослабления μ представляет собой относительное 
ослабление интенсивности в слое единичной толщины: 
dx
dI
I
1
 .                                                     (8.12) 
Коэффициент ослабления равен сумме коэффициента поглощения τ и 
коэффициента рассеяния σ:   .  Каждый из них измеряется в м-1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Так как коэффициент μ пропорционален плотности вещества ρ, то удобно 
ввести массовые коэффициенты ослабления, поглощения, рассеяния: 


 
м ;    


 
м ;   


 
м .                                       (8.13) 
Эти величины измеряются в м2/кг.  
В теоретических расчетах удобно пользоваться атомными коэффициентами 
ослабления, поглощения и рассеяния соответственно: 
A
а
N
A
m 




 ;    
A
а
N
A
m 




 ;   
A
A
N
A
m 




 ,           (8.14)  
где A – атомная масса, N – число Авогадро, m – масса атома. Атомные 
коэффициенты, определяемые по (8.15) измеряются в м2, поэтому их называют 
поперечными сечениями атома по отношению к ослаблению, поглощению, 
рассеянию соответственно. 
Для атомного коэффициента поглощения достаточно точно выполняется 
эмпирически установленное соотношение 
 
 
M 
L 
K 
Рисунок 8.2 – Структура характеристического 
рентгеновского спектра поглощения 
  
34 CZ
a
 ,                                              (8.15)  
где С –  постоянная, скачкообразно изменяющаяся при переходе через край 
поглощения.            
Слоем половинного ослабления называется слой, толщина 
2/1
x  которого такова, 
что интенсивность проходящего через него излучения уменьшается в два раза:  

2ln
2/1
x .                                              (8.16) 
Рентгеновское излучение производит сильное фотографическое действие, 
возбуждает люминесценцию ряда веществ, способно ионизировать атомы. 
Именно на использовании этих свойств основано обнаружение и измерение 
интенсивности рентгеновского излучения. 
Доза излучения (поглощенная доза излучения) 
m
W
D


 ,                                                 (8.17) 
где ΔW – энергия ионизирующего излучения, поглощенная в элементе объема 
облучаемого вещества, Δm – масса вещества, содержащегося в этом элементе 
объема. Измеряется доза излучения в Дж/кг. 
Мощность дозы излучения (мощность поглощенной дозы излучения) 
t
D
D


 ,                                                 (8.18) 
где Δt – время, в течение которого объектом облучения была поглощена доза 
излучения ΔD. Мощность дозы излучения выражается в Дж/(кг.с). 
Экспозиционная доза излучения (экспозиционная доза рентгеновского 
излучения) равна отношению суммы электрических зарядов ΔQ всех ионов одного 
знака, созданных электронами, освобожденными в облученном воздухе при 
условии полного использования ионизирующей способности электронов, к массе   
Δm  этого воздуха: 
m
Q
X


 .                                               (8.19) 
Единица измерения экспозиционной дозы – кулон на килограмм (Кл/кг). 
Мощность экспозиционной дозы фотонного излучения X равна отношению 
экспозиционной дозы ΔX фотонного излучения к интервалу времени Δt, за которое 
получена эта доза: 
t
X
X



.
.                                               (8.20) 
При дифракции рентгеновского излучения длиной волны λ на кристаллах 
направления, соответствующие дифракционным максимумам m-го порядка, 
определяются по формуле Вульфа-Брэгга: 
 md sin2 ,                                           (8.21) 
где d – постоянная кристаллической решетки, Θ – угол между пучком 
рентгеновского излучения и поверхностью кристалла (угол скольжения). 
 
Вопросы для самоконтроля 
31 Что обозначают термином «характеристическое рентгеновское излучение 
атома»? 
  
32 Каков механизм возникновения характеристического рентгеновского 
излучения? 
33 В чём состоит закон Мозли? 
34 Каковы происхождение и структура атомных рентгеновских спектров 
поглощения? 
35 Запишите математическое выражение закона ослабления рентгеновского 
излучения веществом и прокомментируйте суть этого закона. 
 
Задачи  
1 Определите коротковолновую границу сплошного спектра рентгеновского 
излучения, если рентгеновская трубка работает под напряжением 30 кВ. 
2 Вычислите наибольшую длину волны в К–серии характеристического 
рентгеновского спектра скандия ( Z  = 21). 
3 При исследовании линейчатого рентгеновского спектра некоторого элемента 
было найдено, что длина волны Kα –линии равна 76 пм. Какой элемент был 
источником излучения? 
4 Какую наименьшую разность потенциалов нужно приложить к 
рентгеновской трубке, антикатод которой покрыт ванадием (Z = 23), чтобы в 
спектре рентгеновского излучения регистрировались все линии К–серии ванадия? 
Граница К–серии ванадия λ = 226 пм. 
5 Определите энергию фотона, соответствующего линии Kα в 
характеристическом спектре марганца (Z = 25). 
6 В атоме вольфрама электрон перешел с М–слоя на L –слой. Принимая 
постоянную экранирования an = 5,5, определите длину волны испущенного фотона. 
7 Воздух, находящийся при нормальных условиях в ионизационной камере 
объемом 6 см3, облучается рентгеновским излучением. Мощность экспозиционной 
дозы рентгеновского излучения Pэ = 0,48 мР/ч. Определите силу ионизационного 
тока насыщения Iн. 
8 Найдите для алюминия толщину слоя половинного ослабления для 
рентгеновских лучей некоторой длины волны. Массовый коэффициент поглощения 
алюминия для этой длины волны μм = 5,3 м
2/кг. 
9 Сколько слоев половинного ослабления необходимо для уменьшения 
интенсивности рентгеновских лучей в 80 раз? 
10  Определите, под каким углом на кристалле каменной соли происходит 
дифракция рентгеновского излучения во второй порядок, если кристалл каменной 
соли установлен под углом φ = 14°; разность потенциалов, при которой впервые 
появилась спектральная линия, соответствующая этому углу, U = 9,1 кВ; 
постоянная решетки кристалла  d  = 281 пм. 
11  Определите отношение массовых коэффициентов поглощения кости 
Ca3(PO4)2 и воды H2O. 
12  К электродам рентгеновской трубки приложена разность потенциалов   60 
кВ. Наименьшая длина волны рентгеновского излучения, получаемого с 
применением данной трубки, λ = 20,6 пм. Определите на основании этих данных 
постоянную Планка. 
13  Определите длину волны, соответствующую коротковолновой границе 
сплошного рентгеновского спектра в ситуациях, когда между электродами 
рентгеновской трубки создана разность потенциалов U, равная: а)30 кВ; б) 40 кВ; 
в) 50 кВ. 
  
14  Длина волны гамма-излучения радия λ = 1,6 пм. Какую разность 
потенциалов надо создать между электродами рентгеновской трубки, чтобы 
получить рентгеновское излучение с такой длиной волны? 
15  На рентгеновскую трубку подано напряжение 1 МВ. Определите 
наименьшую длину волны испускаемого излучения. 
16  При увеличении напряжения на рентгеновской трубке в 1,5 раза длина 
волны коротковолновой границы рентгеновского спектра изменилась на      0,026 
нм. Найдите первоначальное напряжение на трубке. 
17  Найдите длину волны коротковолновой границы сплошного рентгеновского 
спектра, если известно, что скорость электронов, подлетающих к антикатоду 
трубки, υ = 0,85 c, где с – скорость света в вакууме. 
18  В соответствии с законом Мозли частота ν излучения, соответствующего Kα 
–линии рентгеновского излучения, зависит от номера атома в Периодической 
системе элементов Д. И. Менделеева следующим образом: baZ  . Выразите 
приблизительно коэффициент a через фундаментальные физические постоянные. 
Объясните, почему частоты спектральных линий рентгеновского излучения 
изменяются от элемента к элементу в соответствии с таким простым законом, а 
частоты линий оптических спектров описываются более сложно. Вычислите длину 
волны и энергию фотона, соответствующего Kα–линии в спектре 
характеристического излучения платины (Z = 78). 
19  Какую наименьшую разность потенциалов нужно создать между 
электродами рентгеновской трубки, чтобы получить все линии К–серии, если в 
качестве материала антикатода использовать: а) медь (Z = 29);         б) серебро (Z = 
47); в) вольфрам (Z = 74); г) платину (Z = 78)? 
20  Считая, что формула Мозли с достаточной степенью точности выражает 
связь между длиной волны характеристического рентгеновского излучения и 
порядковым номером элемента Z, из которого выполнен антикатод, найдите 
наибольшую длину волны линий К–серии рентгеновских лучей, испускаемых 
трубкой с антикатодом из: а) железа   (Z = 26); б) меди (Z = 29); в) молибдена (Z = 
42); г) серебра ( Z  = 29);           д) тантала (Z = 73); е) вольфрама (Z = 74); ж) 
платины (Z = 78). Для          К–оболочки постоянная экранирования an = 1. 
21  При переходе электрона в атоме из L–слоя в К–слой испускаются 
рентгеновские лучи с длиной волны λ = 78,8 пм. Какой это атом? Для                 К–
оболочки постоянная экранирования an = 1. 
22  Определите длину волны Kα–линии элемента Периодической системы 
элементов Д. И. Менделеева, начиная с которого следует ожидать появления L–
серии характеристического рентгеновского излучения. Какой это элемент? 
23  Считая поправку an в законе Мозли равной единице, найдите: а) каким 
элементам соответствуют Kα–линии с длинами волн 193,5; 178,7; 165,6 и 143,4 пм; 
какова длина волны Kα–линии элемента, пропущенного в этом ряду; б) сколько 
элементов содержится в ряду между элементами, у которых длины волн Kα–линий 
равны 2,50 и 1,79 пм. 
24  Для элементов конца Периодической системы элементов                          Д. 
И. Менделеева поправка в законе Мозли значительно отличается от единицы. 
Убедитесь в этом на примере олова, цезия и вольфрама, длины волн Kα–линий 
которых равны 49,2; 40,2; 21,0 пм.  
  
25  Определите напряжение на рентгеновской трубке с никелевым антикатодом, 
если разность длин волн Kα–линий и коротковолновой границы сплошного 
рентгеновского спектра равна 84 пм. 
26  При увеличении напряжения на рентгеновской трубке от 10 до 20 кВ 
разность длин волн Kα–линии и коротковолновой границы сплошного 
рентгеновского спектра увеличилась в три раза. Какой элемент используется в 
качестве антикатода? 
27  Какие серии характеристического спектра возбуждаются в молибдене и 
серебре Kα–излучением серебра? 
28  На рисунке 8.2 показан рентгеновский спектр поглощения вещества. 
Объясните природу скачков поглощения. 
29  Зная длины волн коротковолновых границ K– и L–серий ванадия, вычислите 
(без учета тонкой структуры): а) энергию связи K– и L–электронов; б) длину волны 
Kα–линии ванадия. 
30  Найдите энергию связи L–электронов титана, если известно, что разность 
длин волн между головной линией K–серии и ее коротковолновой границей Δλ = 
26 пм. 
31  Найдите кинетическую энергию электронов, вырываемых с K –оболочки 
атомов молибдена Kα–излучением серебра. 
32  При облучении углерода Kα–излучением алюминия возникает спектр 
фотоэлектронов, содержащий несколько моноэнергетических групп. Найдите 
энергию связи тех электронов углерода, которые вырываются с кинетической 
энергией 1,21 кэВ. 
33  Покажите, что спектры испускания характеристического рентгеновского 
излучения дублетные.  
34  Почему в спектре поглощения рентгеновского излучения край K–полосы 
простой, L–полосы – тройной, а M–полосы – пятикратный? 
35  Запишите спектральный символ рентгеновского терма атома, у которого с 
одной из замкнутых оболочек удален электрон с l = 1 и j = 3/2. 
36  Запишите спектральные обозначения возможных рентгеновских термов 
атома, у которого удален один электрон: а) из L–оболочки; б) из M–оболочки. 
37  Определите число спектральных линий, обусловленных переходами между: 
а) K– и L–оболочками; б) K– и M–оболочками; в) L– и M–оболочками атома. 
38  Мюон – это частица массой 206me и зарядом равным заряду электрона. 
Предположим, что отрицательно заряженный мюон оказался захваченным атомом 
фосфора (Z = 15) и стал последовательно переходить на все более низкие 
энергетические уровни. Определите энергию фотона, испускаемого атомом при 
переходе мюона с уровня n = 3 на уровень m = 2.  
39  Рентгеновское излучение с длиной волны 20 пм проходит сквозь слой 
железа толщиной 0,15 мм. Массовый коэффициент поглощения железа для этой 
длины волны μм = 1,1 м
2/кг. Определите толщину слоя половинного ослабления для 
железа. 
40  В таблице 8.1 приведены для некоторых материалов значения толщины слоя 
половинного ослабления рентгеновского пучка, состоящего из одинаковых 
фотонов энергии W = 1 МэВ. Определите линейный μ и массовый μм коэффициенты 
поглощения этих материалов для данной длины волны. Какова длина волны 
излучения, с использованием которого получены эти данные?  
 
  
Таблица 8.1 – Значения толщины слоя половинного ослабления  
и плотности некоторых материалов 
 
Вещество Вода Алюминий Железо Свинец 
x1/2, см 10,2 4,5 1,56 0,87 
ρ, кг/м3 1000 2600 7900 11300 
 
41  При каком наименьшем угле между плоскостью кристалла и падающим на 
него пучком рентгеновского излучения на фотопластинке будет зарегистрирована 
спектральная линия, соответствующая λ = 20 пм? Постоянная кристаллической 
решетки  d = 303 пм. 
42  Узкий пучок рентгеновских лучей падает на монокристалл NaCl. 
Наименьший угол скольжения, при котором еще наблюдается зеркальное 
отражение от системы кристаллических плоскостей с межплоскостным 
расстоянием d  = 0,028 нм, равен Θ = 4,1°. Каково напряжение на рентгеновской 
трубке? 
 
Примеры решения задач 
1 Определите длину волны, соответствующую коротковолновой границе 
сплошного рентгеновского спектра, если известно, что при уменьшении 
приложенного к рентгеновской трубке напряжения на ΔU = 23 кВ искомая длина 
волны увеличивается в 2 раза. 
 
 Дано: 
ΔU = 23 кВ; 
2
min1
min2 


 
 
Найти: 
λ1min – ? 
 
Решение 
В обеих описанных в задаче ситуациях 
кинетическая энергия Т электрона при его 
торможении полностью превращается в энергию 
тормозного рентгеновского излучения, поэтому длины 
волн min , соответствующие коротковолновым 
границам рентгеновского спектра определим по 
формулам: 
1
min1
T
hc
 ,                                             (8.22)  
2
min2
T
hc
 ,                                            (8.23)  
где h – постоянная Планка, с – скорость света в вакууме.  
Кинетические энергии электрона выразим через напряжение U на 
рентгеновской трубке: 
11
eUT  ,                                              (8.24) 
22
eUT  ,                                             (8.25) 
  
где е – модуль заряда электрона. 
По условию задачи, 




min1
min2 ,                                             (8.26) 
UUU 
12
.                                        (8.27) 
Комбинируя формулы (8.22) – (8.27), получим: 
UU
U
U
U


1
1
2
1
min1
min2


 .                               (8.28) 
Решая уравнение (8.28) относительно U1, найдем: 
1
1




 U
U .                                             (8.29) 
Учтем теперь формулу (8.29) в выражении (8.22) и получим расчетную 
формулу для определения искомой длины волны: 
Ue
hc
eU
hc






)1(
1
min1
.                                 (8.30) 
Вычислим значение длины волны, соответствующей коротковолновой 
границе рентгеновского спектра: 



 


)(1026983,
10232106,1
)12(1031062,6 10
319
834
min1
м 27 (пм). 
Ответ: 
min1
 27 пм. 
 
2 Определите длину волны λKα и энергию  кванта εKα, соответствующего    Kα–
линии рентгеновского спектра, излучаемого вольфрамом при бомбардировке его 
быстрыми электронами. 
 
   Дано: 
 Z = 74 
 
Найти: 
 λKα  –? εKα – ? 
Решение 
При бомбардировке вольфрама быстрымии электронами 
возникает характеристическоее рентгеновское излучение 
атомов вольфрама.  
Быстрые электроны, проникая внутрь электронной оболочки атома, 
выбивают электроны из ближайших к ядру электронных слоев. Если из    К–слоя 
выбит один электрон и на его место переходит один из электронов, находящихся 
в L–слое, то в характеристическом рентгеновском спектре вещества 
регистрируется Kα–линия. Длина волны, соответствующая этому излучению, 
определяется по формуле Мозли после учета в ней значений главного 
  
квантового числа для исходного (n1 = 2) и конечного (n2 = 1) состояний 
электрона, совершающего переход из L–слоя в    К– слой: 
2)1(
4
31
 ZR
K

,                                         (8.31) 
где R 10973731,534(13) м-1 7101,1   м-1,  Z – порядковый номер элемента в 
Периодической системе элементов Д. И. Менделеева. 
Выражая из формулы (8.31) длину волны, получим: 
2)1(3
4


ZR
K
 .                                         (8.32) 
Зная длину волны, несложно найти энергию фотона: 
4
)1(3 2

ZhcRhc
K
K

 
 .                                 (8.33)  
Подставляя значения постоянных и заданных в условии задачи величин, 
вычислим по формулам (8.32) и (8.33) значения искомых величин: 


  )(10745,22
)174(101,13
4 12
27
м
k
 22,8 (пм); 
)(6,54)(10873,0
10745,22
1031062,6 14
12
834
кэВДжK 


 



 . 
Ответы: 

k = 22,8 пм;  K = 54,6 кэВ. 
3 Определите постоянную экранирования an для L–серии рентгеновского 
излучения, если известно, что при переходе электрона в атоме вольфрама (Z = 
74)  с М–  на L–слой испускаются рентгеновские волны с длиной волны  λ = 143 
пм. 
 
Дано: 
k = 2;  
m = 3; 
Z = 74; 
  = 143  пм 
 
Найти: 
an – ? 
Решение 
Длина волны λ для спектрального компонента 
характеристического рентгеновского излучения атома 
определяется по формуле Мозли: 







22
2 11)(
1
mk
aZR n

,                                 (8.34) 
где R – постоянная Ридберга, Z   –   порядковый   номер  
элемента, k и m – главные квантовые числа, соответствующие конечному и 
исходному состояниям электрона, совершающего переход в атоме. 
Решая уравнение (8.34) относительно постоянной экранирования, получим:  
  








22
11
1
mk
R
Za
n

.                                  (8.35) 
Вычислим по формуле (8.35), подставляя в нее значения постоянной Ридберга и 
величин, заданных в условии задачи: 
3,6
36
5
101,110143
1
74
712




n
a . 
 Ответ: an = 6,3. 
 
4 Воздух в некотором объеме V облучается рентгеновскими лучами. 
Экспозиционная доза излучения Dэ = 4,5 Р. Какая доля атомов, находящихся в 
данном объеме, будет ионизирована этим излучением? Учтите, что  
41058,21 Р  Кл/кг. 
Дано: 
Dэ = 4,5 Р; 
31029 M  кг/моль 
 
Найти: 
   
0N
N
 - ? 
Решение 
По определению, экспозиционная доза 
рентгеновского излучения равна отношению суммы 
электрических зарядов Q  всех ионов одного знака, 
созданных электронами, освобожденными в 
облученном    воздухе     при     условии    полного  
использования ионизирующей способности электронов, к массе m  этого воздуха: 
m
Q
X


 .                                            (8.36)  
Величину заряда можно выразить через модуль заряда электрона е и число 
одновалентных ионов одного знака N: 
NeQ  .                                           (8.37) 
Считая воздух идеальным газом, запишем уравнение Менделеева – 
Клапейрона в двух вариантах: 
RT
N
N
PV
A
0 ,                                        (8.38) 
RT
M
m
PV

 ,                                        (8.39) 
где  No – число молекул до облучения газа, занимающего объем V и находящегося 
под давлением P при температуре T; М – молярная масса газа,   NA – число 
Авогадро. 
Комбинируя выражения (8.38) и (8.39), выразим массу воздуха:  
A
N
MN
m 0 .                                         (8.40) 
  
Учтем формулы (8.37) и (8.40) в выражении (8.36): 
MN
NeN
D A
э
0
 .                                       (8.41) 
Из полученного выражения найдем искомую степень ионизации воздуха: 
A
э
eN
MD
N
N

0
.                                        (8.42) 
Вычислим искомое отношение числа частиц  
10
2319
43
0
105,3
1002,6106,1
1058,25,41029 






N
N
. 
Ответ: 10
0
105,3 
N
N
. 
5 При экспериментальном определении постоянной Планка h с использованием 
рентгеновского излучения кристалл устанавливали так, что угол скольжения лучей 
был равен φ, а затем увеличивали разность потенциалов  U между электродами 
рентгеновской трубки до тех пор, пока не регистрировалась спектральная линия, 
соответствующая этому углу. Вычислите постоянную Планка, считая, что кристалл 
каменной соли установлен под углом φ = 14°; разность потенциалов, при которой 
впервые появилась спектральная линия, соответствующая этому углу, U = 9,1 кВ; 
постоянная решетки кристалла d  = 281 пм. 
 
Дано: 
φ = 14°; 
U = 9,1 кВ; 
d = 281 пм  
 
Найти: 
   h - ? 
Решение 
Так как спектральная линия в описанных условиях 
появляется впервые, можно считать, что ей соответствует 
длина волны, совпадающая с коротковолновым краем 
рентгеновского спектра излучения 
eU
hc
 ,                                                   (8.43) 
где h – постоянная Планка, с – скорость света в вакууме, е – модуль заряда 
электрона, U – напряжение, приложенное между электродами рентгеновской 
трубки. 
При дифракции этого излучения на кристаллической решетке каменной соли в 
заданном направлении должен наблюдаться дифракционный максимум первого 
порядка. При этом выполняется условие Вульфа-Брэгга: 
 md sin2 ,                                                 (8.44) 
где m – порядок дифракции (в данной задаче m = 1), d – постоянная 
кристаллической решетки, φ – угол дифракции. 
Выразим длину волны рентгеновского излучения из формулы (8.44):  
m
d 

sin2
 .                                                (8.45) 
Приравняем правые части выражений (8.43) и (8.45) и решим полученное 
уравнение относительно постоянной Планка: 
mc
deU
h
sin2
 .                                             (8.46) 
  
Вычислим значение постоянной Планка: 
сДжh 


 


34
831
031912
1095,5
103101,9
14sin101,9106,1102812
. 
Так как найденное значение отличается от табличного ( сДжh  341062,6 ), 
оценим относительную погрешность полученного результата: 
%1,10%100
1062,6
10)95,562,6(
%100
34
34








э
h
h
 . 
Ответ: сДжh  341095,5 ; %1,10 . 
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23. Ответы к задачам 
24.  
25. Тема 1 КВАНТОВЫЕ СВОЙСТВА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ 
26.  
27. 1  а) 1,08 Мм/с; б) 226 Мм/с).  2  648 нм.  3  1,75 В.  4  4 эВ.  5  0,8.  6  4,4 
В.  
28. 7  1,45 эВ.  8  сДж  341061,6 .  9  1,03 см.  10   -0,5 В.  11  
смкг /1096,2 25   . 
29. 12  1,85 МэВ.  13  575 эВ.  14  12 пм.  15  1,2 пм; 600.  16  2,0 пм.  17  2,48 
эВ. 
30. 18  2,48 эВ; 
151032,1   с-1.  19  4,52 эВ.  20  0,91 В.  21  2,48 эВ; 468 км/с.  
31. 22  259 Мм/с; 249 Мм/с.  23  4,36 нм.  24  
5104,6   м/с.  27  0,20 МэВ.  
32. 28  0,11 Тл.  29  0,461.  30  600.  31  31 кэВ.  32  
cmcс 5,0)2/(1/ 2   . 
33.  
34. Тема 2 ТЕОРИЯ БОРА ДЛЯ ВОДОРОДОПОДОБНЫХ АТОМНЫХ 
СИСТЕМ 
35.  
36. 1  r1(H)=0,53·10
-10
 м; r2(H)=2,12·10
-10
 м; r1(He
+
)=0,26·10-10 м; 
37. r2(He
+
)=1,06·10-10 м;  r1(Li
2+
)=0,18·10-10 м; r2(Li
2+
)=0,71·10-10 м. 
38. 2  
141019,8   с-1.  3  а) 71022,1  м; б) 71056,6  м; в) 71076,18   м.  4  а) 
91 нм; 
39. б) 205 нм; в) 364 нм.  5  13,6 В; 10,2 В; Дж191045,5  . 6  
6
46 1063,2

  м. 
  
40. 7  10,2 В.  8  3105,1  .  9  31084,1  .  10  а) 21,76·10 -19 Дж; -43,52·10 -19 Дж;  
41. -21,76·10 -19 Дж; б) 87,04·10 -19 Дж; -174,08·10 -19 Дж; -87,04·10 -19 Дж;  
42. в) 194,40·10 
-19
 Дж; -388,80·10 
-19
 Дж; -194,40·10 
-19
 Дж.  11  10,2 эВ; 13,6 
эВ. 
43. 12  серия Лаймана, 121,6 нм, 102,6 нм; серия  Бальмера, 656,3 нм.  
44. 13  212 пм.  14  Z=3; 
2Li .  15  600.  16  сДж  34101,2 .  17  Литий.   
45. 18  12,1 эВ. 
46. 19  141031,7  с-1.  20  на 2,56 эВ.  21  106 пм. 
47.  
48. Тема 3  ВОЛНОВЫЕ СВОЙСТВА МИКРОЧАСТИЦ 
49.  
50. 1  0,33 нм;  2  212 Мм/с.  3  0,1 нм.  4  124 пм.  5  53,5 нм; кл.ч.  6  20 фм. 
51. 7  334 м/с; 333,23 м/с; 100 м/с.  8  727 пм; 0,396 пм.  9  1,13 пм.  
52. 10  1) 6,63.10
-24
 кг.м/с; 12,4 кэВ;  2) 6,63.10-24 кг.м/с; 151 эВ.  11  148 пм. 
53. 12   = 0,6 нм; 


= 0,2.  13  1,672.10
-27
 кг.  14  400 м.  15  10-7 эВ. 
54. 16  0,206 нм.  17  2,64 км/с.  18  1,10 Мм.  19  410/  xx pp ; нет.  20 
18101,1  . 21  hxm  , нет.  22  16,7 эВ.  24  3.10-8.  25  7 МэВ.  27  
22
0
4
1
8 h
me
E

 . 
55.  
56.  
57.  
58. Тема 4  ОПЕРАТОРЫ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН И ИХ СВОЙСТВА 
59.  
60. 5  а)     ;sin3cos1;sin4cos2 22 xxxxxxxx   
61.     б)     .31;42 22 xx exxexx    
62. 6  а)   ,...2,1,0,2,  nanCex xi    
63.      б)    xCx  sin ,   ,...2,1,2  nln  
64. 8  В общем случае нет. Например, оператор ypˆ  коммутирует с 
операторами х и xpˆ , которые между собой не коммутируют. 9  а) 
  yik yezxf , ;                     б)  zkykxki zyxAe  . Здесь ii pk  ; I = x,y,z; f – 
произвольная функция.           11  Оператор Â+, сопряженный оператору 
Â, определяется следующим образом:   dxAdxA *ˆˆ*ˆ 1221    . а) 
xp xˆ ; б) xpiˆ . 
65. 17  Оператор Tˆ  можно представить в сферических координатах в виде 
суммы ,2ˆˆˆ 22 mrLTT r   где rTˆ  – оператор, действующий только на 
переменную r. Так как оператор 
22ˆ L Δ 2 ,  действует только на 
переменные   и φ, то       .02ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ 22222  mrLLTLTL r   19  А = 1. 
  
66. 26  Имеют только в том случае, если функция ψА одновременно и 
собственная функция оператора Bˆ . В общем случае нет. Например, в 
случае вырождения (в одномерной прямоугольной потенциальной яме 
каждому энергетическому уровню соответствуют два значения проекции 
импульса, +рх и –рх, несмотря на то, что операторы Hˆ  и xpˆ  
коммутируют). 
67. 34  А2=4/3π; <Lz
2>=4ħ2/3.  35  aA 2/1 . 
68.  
69. Тема 5  ЭЛЕКТРОННОЕ СТРОЕНИЕ СЛОЖНЫХ АТОМОВ 
70.  
71. 1  а) 8;   б) 18; в) 32.  2  а) 9;    б) 6;    в) 2. 3. 82. 
72. 4  а) 






2
1
2
1
;0;0;2 илиmmln sl ;    
73.     б) 






2
1
2
1
;0;0;3 илиmmln sl ;   
74. в) 






2
1
2
1
;0;0;4 илиmmln sl . 
75. 5  Al .  6  а) С : 0
3222 :221 Ppss ;   N: 
2
3
4322 :221 Spss ;  
76. б)S :   2
342 :33 PpsNe ;     Cl :  
2
3
252 :33 PpsNe .  
77. 7  а) ;96,2;94,1;87,0 

J   б) 

47,4;46,3;45,2;41,1;0J .  
78. 8  

41,1S .  9  а) 35,3о ;  б) 34,4о. 10  10.  11  ;1
1P  ;2
1D  ;3
1F    
79.     ;2,1,0
3P ;3,2,1
3D 4,3,2
3F . 13  4;  7;   7.  
80. 14  ;33221:;221: 62622622 pspssArpssNe  
81.       
106262622 34433221: dpspspssKr . 
82. 15  Cu.  16  30.  17  . а) 2,1,0
3
1
1 ; PP ;  б) 
4,3,2
3
3,2,1
3
2,1,0
3
3
1
2
1
1
1 ;;;;; FDPFDP ;  
83. в) 
2
9,
2
7,
2
5,
2
3
4
2
7,
2
5,
2
3,
2
1
4
2
5,
2
3,
2
1
4
2
7,
2
5
2
2
5,
2
3
2
2
3,
2
1
2 ;;;;; FDPFDP  . 
84. 18  60.  19  а) 2
3F ;   б) 
2
3
4F .  20  
2
5
6S . 21. 4
5D ;  9. 22. SPD
422 ,, . 
85. 24  .,30 3
5H   25  а) .,,, 4222 PSPD ; б) 
.,,,,,, 4442222 DPSFDPS   
86. 26   а) 2, 4, 6, 8;    б) 2;  1 и 3;  2 и 4; 1, 3 и 5. 27. 125о15′. 
  
87. 28  а)    1212  SL ;  б)     60122122 21  ll ;  
88.       в)      120!/1...21  kkNNNNCkN ). 
89. 29  а) 1, 2, 3; ;12;6;2    б) 2, 3, 4;    20;12;6 . 
90. 30  46
°50′ (J=5/2); 116°35′ (J=3/2); 31  71°31′. 
91.  
92. Тема 6 ЭЛЕКТРОННОЕ СТРОЕНИЕ И СПЕКТРЫ АТОМОВ 
ЩЕЛОЧНЫХ МЕТАЛЛОВ; ТОНКАЯ СТРУКТУРА 
СПЕКТРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ  
93.  
94. 1  5,4 эВ.  2  а) 2; б) 9.  3  7,2 мэВ; 1,62 эВ.  4   a = 1,74; n = 2.  5  5102,4  . 
95. 6  а) 5 компонентов; 7,58 см-1; 20,4 пм; б) 2,46 см-1; 54 пм.7  i  = 5,1 В;         
1  = 2,1 В.  8  0,27 и 0,05; 0,178 мкм.  9  555 см
-1
. 10  2/13s , 2/3,2/13p , 
2/5,2/33d ; n компонентов.11  1s
2
2s
2
2p
6
3s
2
3p
6
4s
1
; 2

L ; 
2
3
S ; 
2
15
J ;  1zL ; 02 zL ; 3zL ; 
2
1

zS ; 
2
2

ZS ;  
2
3
1 zJ ; 

2
1
2 zJ ; 
2
1
3 zJ ; 
2
3
4 zJ . 12  а) 5,85; 2,31 и 1,10 см
-1
;  б) 1,73 и 
0,58 см-1 (три подуровня). 
96. 13  0,54 пм для обоих атомов.  14  
Li . 
97.  
98. Тема 7  МАГНИТНЫЙ МОМЕНТ АТОМА; 
99.               АТОМ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
100.  
101. 1 B6 .  2  2 в S-состоянии; 2/3 и 4/3 в P-состоянии. 
102. 3  а) -1/2, 1/2; б) -3/2,-1/2, 1/2, 3/2;  в) -5/2,-3/2,-1/2, ½, 3/2, 5/2; 
103.      г) -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.  4  а) Б32 ;б) Б5
32 .  5  Б3 .  8  
B)2/55( . 
104. 9  : 0
3
4
 ; 0
3
2
 ; 0
3
2
 ; 0
3
4
 .  10  2.7·105.  
105. 11  а) 
15
24,16,12,8,4 
 ; б) 
15
21,19,17,15,3,1 
 . 
106. 12  1.  13  Б5
74;
15
13;
3
4 .  14  2/3 .  15  B4 ; B)5/6( . 
107. 16  
10102,1/  gBB  рад/с, где g - множитель Ланде. 
108. 17  а) простой; б) сложный; в) простой; г) простой.  18  3
1F . 19. 35 пм. 
  
109. 20  4,0 кГс = 0,40  Тл.  21  2/3
2P .  22  2:1;   0,55 Тл. 
110. 23   =(  1,3;   4,0;   6,6) 1610  с-1; шесть компонентов. 
111.  
112. Тема 8 ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЕ РЕНТГЕНОВСКОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ 
АТОМОВ И ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ РЕНТГЕНОВСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С 
ВЕЩЕСТВОМ  
113.  
114. 1 41,4 пм.  2  303 пм.  3  Ниобий, Z = 41.  4  5,5 кВ.  5  5,9 кэВ.  6  0,15 
нм.   
115. 7  8,88 кэВ.  8  16107,2   А.  9  0,5 мм.  10  6,35.  11  31,06°.  12  68.   
116. 13  34106,6  сДж  .  14  41,3 пм; 31 пм; 24,8 пм.  15  27 пм.  16  1,24 
пм.  
117. 17   16 кВ.  18  2,7 пм.    19  20,5 пм; 60,5 кВ. 20  а) 9 кВ;  б) 25,3 кВ;  в) 
69 кВ;  г) 79 кВ.  21  а) 194 пм;  б) 155пм;  в) 72 пм;  г) 57,4 пм;  д) 23,4 пм;   
118. е) 22,8 пм;  ж) 20,5 пм.  22  Цирконий, Z= 40.  23  1,22 нм; натрий.  
119. 24  а) Железо, кобальт, никель, цинк; отсутствует медь (154 пм);  
120.  б) 3 элемента.  25  аSn = 0,25; aCs = 0,0;  aW  = -2,0.  26  15 кВ.  27  Медь,  
121. Z = 29.  28  В спектре молибдена – все серии; в спектре серебра – все, 
кроме  
122. К–серии.  30  а) 5,47 и 0,52 кэВ; б) 0,25 нм.  31  0,5 кэВ. 32  1,54 кэВ.  
123.  33  0,26 кэВ.  36. 2/3
2P .  37  а) 2/1
2S  и   2/1,2/3
2P ; б) 2/1
2S , 2/1,2/3
2P  
и 2/3,2/5
2D .  38  а) и б) – по две линии; в) – по 7 линий.  39  23  88 
кэВ. 
124.  40  80 мкм.  41  1,24 пм. Линейный  и массовый коэффициенты 
поглощения приведены в таблице: 
Вещество Вода Алюминий Железо Свинец 
 , м-1 6,7 16 44 77 
m , м
2/кг 6,7 6,2 5,6 6,8 
125.  
126. 42  1°54’.  43  281 пм.  44  31 кВ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
